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生 于 1963 年 ， 日 本 知名 技术 作家 和 程序 
员 。 在 编程 语言 、 设 计 模式 、 数 学 、 加 密 技 
术 等 领域 ， 编 写 了 很 多 受 欢迎 的 人 门 书 。 代 
表 作 有 《数学 女孩 》 系 列 、《 图 解密 码 技 
术 》 等 。 


管 杰 

毕业 于 复旦 大 学 日 语系 ， 现 为 对 日 软件 
工程 师 ， 具 有 多 年 日 语 技术 文档 编写 经 验 。 
爱好 日 议 翻译 和 日 本 文化 史 ， 译 有 《 明 解 C 
语言 : 人 门 篇 》 等 。 
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本 科 就 读 于 西安 交通 大 学 少年 班 、 数 学 
系 。 名 上古 屋 大 学 博士 ( 信息 科学 ) 。 现 于 山 
梨 大 学 计算 机 系 任 助理 教授 。 主 要 研究 方向 
包括 组 合 数学 ( 离散 数学 ) 及 其 在 信息 科 
学 、 计 算 机 科学 、 统 计 学 中 的 应 用 。 译 著 
有 《程序 员 的 数学 3: 线性 代数 》。 
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内 容 提 要 
本 书面 向 程序 员 介绍 了 编程 中 常用 的 数学 知识 ， 借 以 培养 初级 程序 员 的 数学 思维 。 读 者 无 须 精 通 编 
程 ， 也 无 须 精通 数学 ， 只 要 具备 四 则 运算 和 乘 方 等 基础 知识 ， 即 可 阅读 本 书 。 
本 书 讲解 了 二 进 制 计数 法 、 届 辑 、 余 数 、 排列 组 合 、 递 归 、 指 数 爆炸 、 不 可 解 问题 等 许多 与 编程 密 
切 相关 的 数学 方法 ， 分 析 了 哥 尼 斯 煲 七 桥 问题 、 高 斯 求 和 、 汉 诺 塔 、 裴 波 那 契 数列 等 经 典 问题 和 算法 。 
引导 读者 深入 理解 编程 中 的 数学 方法 和 思路 。 
第 2 版 新 增 一 个 附录 来 介绍 机 器 学 习 的 基础 知识 ， 内 容 涉及 感知 器 、 损 失 函 数 、 梯 度 下 降 法 和 神经 
网 络 ， 旨 在 带领 读者 走 进 机 器 学 习 的 世界 。 
本 书 适合 程序 设计 人 员 以 及 编程 和 数学 爱好 者 阅读 。 
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本 书 中 出 现 的 系统 名 和 商品 名 等 一 般 为 各 公司 的 商标 或 注册 商标 。 
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大 家 好 ! 我 是 结 城 浩 。 欢 迎 阅读 《程序 员 的 数学 》。 

本 书 是 为 程序 员 朋 友 们 写 的 数学 书 。 

编程 的 基础 是 计算 机 科学 ， 而 计算 机 科学 的 基础 是 数学 。 因 此 ， 学 习 数 学 有 助 于 巩固 
编程 的 基础 ， 写 出 健壮 的 程序 。 

有 的 读者 可 能 会 说 “但 我 数学 不 好 啊 ”。 特 别 是 很 多 读者 “一 碰 到 算式 就 跳 过 不 读 ”。 
坦率 而 言 ， 我 自己 遇 到 书 中 的 算式 也 想 跳 过 不 看 。 
本 书 尽 可 能 减少 了 “大 家 不 想 看 的 算式 ”， 也 没有 过 多 的 定义 、 定 理 和 证 明 。" 

这 是 为 帮助 程序 员 更 容易 理解 编程 而 写 的 书 。 希望 你 能 通过 本 书 学 到 有 助 于 编程 的 
“数学 思维 ”。 


四 ，，、， 一 
数 学 思 维 示例 


学 习 “ 数 学 思维 ”说 起 来 太 抽 象 了 ， 我 们 来 举 些 具体 的 例子 。 
【 条件 分 支 和 逻辑 】 
在 编程 时 ， 我 们 按照 条 件 将 处 理 方法 分 为 多 个 “分 支 ”。 对 此 ，C 语言 和 Java 语言 等 很 
多 编程 语言 中 使 用 的 是 过 语句 。 具 体 方法 为 ， 当 满足 条 件 时 执行 这 条 语句 ， 不 满足 条 件 时 
执行 男 一 条 语句 。 这 时 ， 我 们 就 使 用 了 数学 领域 的 “逻辑 ”来 控制 程序 。 因 此 ， 编 程 时 必 
须 熟 练 掌 握 “ 与 "”“ 或 "“ 非 ”“ 强 涵 ” 等 逻辑 构成 元 素 。 
【 循环 和 数学 归纳 法 】 
我 们 在 处 理 大 量 的 信息 时 ， 使 用 程序 进行 “循环 ”操作 。 比 如 使 用 for 语句 可 以 循环 处 
理 大 量 数据 。 循 环 中 使 用 的 就 是 “数学 归纳 法 ”。 
【分 类 和 计数 方法 】 
在 将 许多 条 件 和 数据 “分 类 ”时 ， 程 序 员 必须 注意 不 能 有 遗漏 。 这 时 加 法 法 则 、 乘 法 
法 则 、 排 列 、 组 合 等 “计数 方法 ”将 助 你 一 辟 之 力 。 这 是 程序 员 应 该 熟 记 于 心 的 数学 工具 。 
通过 本 书 ， 也 可 以 学 到 递归 、 指 数 、 对 数 、 余 数 等 重要 的 基础 数学 概念 。 


QD 附录 除外 ， 其 中 介绍 了 一 些 算 式 。 


人 类 和 计算 机 的 共同 战线 


我 们 写 程序 是 为 了 解决 人 类 解决 不 了 的 问题 。 程 序 员 理解 问题 ， 编 号 程序 ， 计 算 机 运 


行程 序 ， 解 决 问题 。 


人 类 不 擅长 重复 劳动 ， 很 容易 大 倦 ， 有 时 还 会 出 错 ， 但 人 类 擅长 解决 问题 。 与 此 相对 ， 


计算 机 擅长 重复 劳动 ， 
于 是 ， 人 机 合力 ， 


但 不 能 自行 解决 问题 。 


如 虎 添 翼 。 


遇 到 难题 ， 光 靠 人 类 不 能 解决 ， 光 靠 计算 机 也 不 能 解决 。 而 人 机 合力 就 能 解决 问题 。 
这 也 是 本 书 要 传达 的 主 则 之 一 。 


不 过 ， 编 写 程序 也 非 易 事 ， 无 论 人 类 和 计算 机 如 何 齐 心 合力 ， 总 有 解决 不 了 的 问题 。 


本 书 也 对 人 类 和 计算 机 的 极限 进行 了 分 析 。 
希望 你 在 读 完 本 书后 能 对 以 程序 为 媒介 的 人 机 合作 有 


更 深刻 的 理解 。 


| 本 书面 向 的 读者 


本 书 主 要 面向 的 读者 是 程序 员 。 不 过 若 你 对 编程 或 数学 感 兴趣 ， 读 起 来 也 会 一 样 有 意思 。 


你 不 需要 精通 数学 。 除 附录 以 外 ， 
也 完全 可 以 阅读 。 


为 数学 不 太 好 的 读者 


(23=2x2x2) 等 基础 


知识 。 除 此 以 儿 


的 和 


HH 识 在 


书 中 不 会 出 现 忆 和 了 等 很 难 的 算式 ， 因 此 自 认 


阅读 本 书 只 需要 具备 四 则 运算 +- x*) 和 乘 方 


睛 中 皆 


如 果 你 对 数字 和 逻辑 感 兴趣 ， 可 能 会 更 喜欢 本 书 。 


你 也 不 需要 精通 编 


中 有 个 别 例子 是 用 C 语言 写 的 程序 ， 不 过 即使 不 入 


9 说明。 


程 。 不 过 如 果 稍 有 一 些 编程 经 验 ， 可 能 会 更 容易 理解 本 书 内 容 。 书 


EC 语言 也 不 妨碍 理解 。 


| 本 书 结构 


本 书 各 章 内 容 可 以 按 任 意 顺 序 阅读 ， 但 我 推荐 从 第 1 章 开 始 按 顺 序 阅 读 。 


第 1 章 对 0 进行 讨论 ， 
是 有 ”的 意义 进行 了 思考 。 
第 2 章 学 习 使 用 逻辑 来 整理 烦 珊 的 内 容 ， 介 


以 按 位 计数 法 为 核心 ， 学 习 如 何 用 0 来 简化 规则 ， 并 对 “无 即 


逻辑 表达 式 、 真 值 表 、 德 摩根 定律 、 三 


值 逻辑 、 卡 诺 图 等 。 


到 周期 性 规律 就 能 解决 。 


第 


2 


第 


第 0 章 学 习 自 [ 1 定义 自 ,的 递归 ， 


复杂 事物 中 发 现 递 归结 构 。 


第 7 章 学 习 指 数 爆炸 。 计 算 机 也 很 难 解 决 含 有 指数 爆炸 的 问题 。 我 们 将 在 这 里 思考 


第 3 章 讨论 余数 。 我 们 要 记 住 “余数 就 是 分 组 ”的 观点 。 对 于 一 些 难题 ， 有 时 只 要 找 


4 章 学 习 数学 归纳 法 。 数 学 归纳 法 只 需要 两 个 步骤 就 能 证 明 无 穷 的 断言 。 这 一 章 还 
会 举例 介绍 使 用 循环 不 变 式 写 出 正确 的 循环 。 


第 5 章 学 习 排 列 组 合 等 计数 方法 。 计 数 的 关键 在 于 “ 认 清 对 象 的 性 质 ”。 


通过 汉 诺 塔 、 斐 波 那 契 数列 、 分 形 图 形 等 ， 练 习 从 


完 如 何 将 指数 爆炸 为 我 所 用 ， 解 决 大 型 问题 。 另 外 这 一 章 还 将 以 二 分 法 检索 为 例 ， 学 习 将 


问题 空间 一 分 为 二 的 意义 。 


第 8 章 以 停机 问题 为 例 ， 来 说 明 许 多 程序 上 的 问题 是 计算 机 如 何 发 展 都 解决 不 了 的 。 


这 一 章 也 会 学 到 反 证 法 和 对 角 论 证 法 。 


及 人 机 协作 具有 何 种 意义 。 


第 9 章 回 顾 本 书 学 习 内 容 ， 思 考 人 类 全 面 把 握 结 构 的 能 力 对 解决 问题 有 多 大 帮助 ， 以 


附录 学 习 近 年 备 受 关注 的 机 器 学 习 中 的 几 个 基本 概念 。 


| 致谢 


首先 要 感谢 马丁 ' 加 德 纳 。 小 时 候 我 痴迷 于 阅读 您 所 音 的 《数学 游戏 》， 至今 仍 记忆 犹 新 。 


此 外 ， 还 要 感谢 支持 我 的 广大 读者 和 为 我 禄 祷 的 基督 教 朋友 们 。 
以 下 各 位 为 本 书 提 出 了 宝贵 建议 并 给 予 了 极 大 帮助 ， 在 此 深 表 谢意 ( 按 日 语 五 十 音 图 顺 


序 ): 天 野 胜 、 
特别 感谢 在 本 


美男 主编 。 


石井 胜 、 岩 泽 正 树 、 上 原 隆平 、 佐 滕 勇 纪 、 武 笠 夏 子 、 前 原 正美 、 三 宅 喜 义 。 
编写 过 程 中 给 予 我 极 大 关怀 和 支持 的 SoftBank 出 版 有 限 公 司 的 野 译 喜 


感谢 一 直 鼓 励 我 的 爱 妻 和 两 个 儿子 。 
本 书 献 给 在 餐桌 上 教 我 方程 式 乃 至 微 积分 的 父亲 。 父 杀 ， 谢 谢 您 ! 


结 城 浩 


2005 年 2 月 


viii | 程序 员 的 数学 


写 于 第 2 版 发 行 之 际 


近 几 年 ， 机 器 学 习 、 深 度 学 习 和 人 工 智 能 等 词 越 来 越 频 繁 地 出 现在 人 们 的 生活 中 。 关 
注 机 器 学 习 的 人 也 越 来 越 多 。 
不 过 ， 机 器 学 习 与 编程 和 数学 都 有 着 密切 关系 ， 而 且 该 领域 发 展 迅 速 、 涉 及 面 广 ， 所 
以 也 有 不 少 人 对 它 敬 而 远 之 。 
于 是 第 2 版 增加 了 新 的 附录 “ 迈 向 机 器 学 习 的 第 一 步 ”。 在 附录 中 ， 我 会 逐一 介绍 机 器 
学 习 中 的 基本 概念 。 

虽然 本 书 秉承 “尽量 不 用 算式 ”的 方针 ， 但 在 新 增 的 附录 中 ， 会 介绍 一 些 简 单 的 算式 
并 在 讲解 概念 时 加 以 运用 。 如 果 不 能 熟悉 算式 的 用 法 ， 那 么 即使 是 通俗 易 懂 的 内 容 ， 看 起 
来 也 会 觉得 很 难 。 看 到 算式 就 拒绝 思考 那 就 太 可 惜 了 ， 因 为 算式 并 不 可 怕 。 

愿 本 书 新 增 的 附录 能 引领 大 家 走出 迈 向 机 器 学 习 的 第 一 步 。 


结 城 浩 
2017 年 12 月 于 横滨 
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CHAPTER 1 


0 的 故事 


一 一 无 即 是 有 


ZERO MATYTERS. 


@ 课 前 对 话 
老师 : 1，2，3 的 罗马 计数 法 是 I，I，II。 
生 : 这 样 做 加 法 很 简单 嘛 。I+ I， 只 要 将 3 个 I 并 排 写 就 行 了 。 
币 : 不 过 + II 可 不 是 III， 而 是 V 噢 ! 
生 : 啊 ， 是 这 样 啊 ! 
币 : 没 错 ， 如 果 数 目 变 大 ， 那 数 起 来 可 就 费劲 啦 ! 


路 业 蛋 性 


本 章 学 习 内 容 


本 章 将 学 习 有 关 “0” 的 内 容 。 

首先 ， 介 绍 一 下 我 们 人 类 使 用 的 10 进 制 和 计算 机 使 用 的 2 进 制 ， 再 讲解 按 位 计数 法 ， 
一 起 来 思考 0 所 起 的 作用 。 乍 一 看 ，0 仅仅 是 表示 “什么 都 没有 ”的 意思 ， 而 实际 上 它 具有 
创建 模式 、 简 化 并 总 结 规则 的 重要 作用 。 


小 学 一 年 级 的 回忆 


以 下 是 小 学 一 年 级 时 发 生 的 事 ， 我 依然 记忆 犹 新 。 
“下 面 请 打开 本 子 ， 写 一 下 “十 二 ”。” 老师 说 道 。 于 是 ， 我 翻 开 轿 新 的 本 子 ， 紧 握 住 削 


尖 了 的 铅笔 ， 写 下 了 这 样 大 大 的 数字 。 


老师 走 到 我 跟前 ， 看 到 我 的 本 子 ， 面 带 微笑 亲切 地 说 :“ 写 得 不 对 ， 应 该 写成 12。” 

当时 我 是 听 到 老师 说 “十 二 ”， 才 写 下 了 10 和 2。 不 过 那样 是 不 对 的 。 众 所 周知 ， 现 在 
我 们 把 “十 二 ”写作 12。 

而 在 罗马 数字 中 ,“ 十 二 ”写作 XI。X 表示 10，I 表 示 1。 II 则 表示 两 个 并 排 的 1， 即 2。 
也 就 是 说 ，XII 是 由 X 和 开 组 成 的 。 

如 同 “ 十 二 ”可 以 写作 12 和 XI， 数 字 有 着 各 种 各 样 的 计数 法 。12 是 阿拉 伯 数 字 的 计 
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数 法 ， 而 XI 是 罗马 数字 的 计数 法 。 无 论 采 用 哪 种 计数 法 ， 所 表达 的 “数字 本 身 ” 并 无 二 致 。 
下 面 我 们 就 来 介绍 几 种 计数 法 。 


10 进 制 计数 法 
下 面 介绍 10 进 制 计数 法 。 


什么 是 10 进 制 计数 法 
我 们 平时 使 用 的 是 10 进 制 计数 法 。 


“使 用 的 数字 有 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 共 10 种 中 
* 数位 有 一 定 的 意义 ， 从 右 往 左 分 别 表 示 个 位 、 十 位 、 百 位 、 千 位 …… 


以 上 规则 在 小 学 数学 中 都 学 到 过 ， 日 常生 活 中 也 一 直 在 用 ， 是 众所周知 的 常识 。 
在 此 权 当 复习 ， 后 面 我 们 将 通过 实例 来 了 解 一 下 10 进 制 计数 法 。 


分 解 2503 


首先 ， 我 们 以 2503 这 个 数 为 例 。2503 表示 的 是 由 2, 5, 0, 3 这 4 个 数字 组 成 的 一 个 称 作 
2503 的 数 。 


2215j1oj13 


这 样 并排 的 数字 ， 因 数位 不 同 而 意义 相 异 。 


“2 表示 “1000 的 个 数 ” 
“5 表示 “100 的 个 数 ” 
“0 表示 “10 的 个 数 ” 
“3 表示 “1 的 个 数 ” 


GD 这 里 的 “种 ” 指 的 是 数字 的 种 类 ， 用 来 说 明 10 进 制 和 2 进 制 中 数字 复杂 程度 的 差异 。 如 2561 中 包含 4 种 数字 ， 而 
1010 中 只 包含 2 种 数字 。 一 一 译 者 注 


综 上 所 述 ，2503 这 个 数 是 2 个 1000、5 个 100、0 个 10 和 3 个 1 累加 的 结果 。 
用 数字 和 语言 来 见长 地 说 明 有 些 无 趣 ， 下 面 就 用 图 示 来 表现 。 


2 x1000 + Sx100 + Oxi10 + et 


如 图 ， 将 数字 的 字体 大 小 加 以 区 别 ， 各 个 数位 上 的 数字 2, 5, 0, 3 的 意义 便 显而易见 了 。 
1000 是 10x 10x10, 即 13(10 的 3 次 方 )，100 是 10x10， 即 10>(10 的 2 次 方 )。 因 此 ， 
也 可 以 写成 如 下 形式 (请 注意 箭头 所 示 部 分 )。 


2x103 + Sx10? * Ox10 Fi 
再 则 ，10 是 101 (10 的 1 次 方 ), 1 是 109 (10 的 0 次 方 )， 所 以 还 可 以 写成 如 下 形式 。 
从 从 
2 + xi102 + Oxi0! + S10 


千 位 、 百 位 、 十 位 、 个 位 ， 分 别 可 称 作 10 的 位 、10? 的 位 、10! 的 位 、10? 的 位 。10 进 
制 计数 法 的 数位 全 都 是 10” 的 形式 。 这 个 10 称 作 10 进 制 计数 法 的 基数 或 底 。 
基数 10 右上 角 的 数 一 一 指数 ， 是 3, 2, 1, 0 这 样 有 规律 地 顺 次 排列 的 ， 这 点 请 记 住 。 


2 2 2 2 
: 


Dn + Sxi0? + OQxi0! + 3x100 


2 进 制 计数 法 


下 面 讲 解 2 进 制 计数 法 。 


什么 是 2 进 制 计 数 法 


计算 机 在 处 理 数据 时 使 用 的 是 2 进 制 计数 法 。 从 10 进 制 计数 法 类 推 ， 便 可 很 快 掌握 它 
的 规则 。 


。 使 用 的 数字 只 有 0 和 1， 共 2 种 
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。 从 右 往 左 分别 表 示 1 位 、2 位 、4 位 、8 位 ……: 
用 2 进 制 计数 法 来 数 数 ， 首 先是 0， 然 后 是 1， 接 下 去 …… 不 是 2， 而 是 在 1 上 面 进位 变 


成 10， 继 而 是 11, 100, 101, …。 
表 1-1 展示 了 0 到 99 的 数 的 10 进 制 计 数 法 和 2 进 制 计 数 法 。 


0 到 99 的 数 的 10 进 制 计数 法 和 2 进 制 计 数 法 


10 进 制 2 进 制 | 10 进 制 : 2 进 制 | 10 进 制 2 进 制 | 10 进 制 2 进 制 | 10 进 制 ”2 进 制 


0 of 20 © i000| 40 ~ 101000| 60 © umnool 80 ~ 1010000 
1 i 2 0101| 4 01001| 6 0 uol| 81 10000 
2 10| 2 0u0| 42 © 0010| 62 : ul 82 10000 
3 | 23 1 0m| 43 | 100n| 6 | ni| 83 1oool 
4 100| 24 © 1000| 44 ; i10100| 64 1000000| 84 < 1010100 
5 101| 25 © 00l| 45 ~ 10u0| 65 © 1000001| 85 ~ 1010101 
6 10| 26 : 010| 46 i100| 66 © 1000010| $86 ; 1010110 
| 7 nl 47 | 101| o C100001| 87 | 1010111 
8 i000| 28 © lool 4 | 110000| 68 ~ 1000100| 88 ~ 1011000 
9 1001| 29 © 01l| 49 ; 110001| 6 ~ 1000101| 89 < 1011001 
10 i010| 30 © ul 50 Hoool 70 1ooolol| 9% ~ 101010 
11 0 3 i 5 nool 7 :100011| 9 : 1011011 
12 ; 100| 32 ~ 100000| 52 © 1000| 72 ; 1001000| 92 -1011100 
lB3 lol 33 ~ 10000| 53 loo|l 73 © 1001001| 9% 1o010 
14 0| 34 § 100010| 54 ~ uono| 7 © 1001010| 94 1o000 
5 | 35 | 1000N| 55 | om| 7 | 1001011| 95 1o010 
16 10000| 36 ~ 100100| 56 © uio00| 76 «© 100l100| 9%  ， 1100000 
7 0001| 37 © 100101| 57 ; IN00| 77 -~ 100N01| 97 * 1100001 
18 | 10010| 38 § 100u0| ss8 ; i1010| 78 ; 1000| 98 ; 1100010 
I9 100001| 39 1: 100| 5 i uo0u| 7 | 100N11| 9% :| 1100011 
分 解 1100 


在 此 ,我们 以 用 2 进 制 表 示 为 1100 的 数 为 例 来 探 . 


4 
wh 


LIL1010 


和 10 进 制 计数 法 一 样 ， 并 排 的 数字 ， 各 个 数位 都 有 不 同 的 意义 。 从 左 往 右 依次 如 下 所 示 。 


“1] 表示 “8 的 个 数 ” 
“1 表示 “4 的 个 数 ” 
“0 表示 “2 的 个 数 ” 
“0 表示 “1 的 个 数 ” 


En 
， 分 别 表 示 23, 22 21 20。 即 2 进 制 计数 法 的 1100， 表 示 如 下 意思 。 


2 2 2 2 
i | | 


到 oe Ow, Ou 
如 此 计算 就 能 将 2 进 制 计 数 法 的 1100 转换 为 10 进 制 计数 法 。 


1x23+1x22+0x2!+0x2 0=1x8+1x4+0x2+0x1 
=8+4+0+0 
= 12 


由 此 可 以 得 出 ，2 进 制 的 1100 若 用 10 进 制 计数 法 来 表示 ， 则 为 12。 


基数 转换 
接 下 来 我 们 试 着 将 10 进 制 的 12 转换 为 2 进 制 (图 1-1 )。 这 需要 将 12 人 2 (12 
除 以 2， 商 为 6; 6 再 除 以 2， 商 为 3; 3 再 除 以 2…… )， 并 观察 余数 为 “1” 还 是 “0”。 人 余数 


为 0 则 表示 “可 以 除 尽 "。 随 后 再 将 每 步 所 得 的 余数 的 列 ( 1 和 0 的 列 ) 北向 排列 ， 由 此 就 得 
到 2 进 制 表 示 了 。 
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| 图 11 用 2 进 制 表示 12 


同样 地 ， 我 们 试 着 将 10 进 制 的 2503 转换 为 2 进 制 计 数 法 ( 图 1-2 )。 


| 图 1-2 用 2 进 制 表示 2503 


2) 2503 
2 ) 1251 余 1 


动 2 余 0 
2 ) 1 = 
0 ‘1 ~ 


10 0 1 1 10 0 0 1 1 1 


我 们 从 图 1-2 可 以 知道 2503 用 2 进 制 表示 为 100111000111。 各 个 数位 的 权重 如 下 。 
Lxon Ox20r0x2 xl1x1x20x0x20x2+lx2 lx 1 


在 10 进 制 中 ， 基 数 为 10， 各 个 数位 是 以 10" 的 形式 表现 的 。 在 2 进 制 中 ， 基 数 为 2， 
各 个 数位 是 以 2 的 形式 表现 的 。 从 10 进 制 计数 法 转换 为 2 进 制 计数 法 ， 称 作 10 进 制 至 2 进 
制 的 基数 转换 。 


计算 机 中 为 什么 采用 2 进 制 计 数 法 

计算 机 中 一 般 采 用 2 进 制 计数 法 ， 我 们 来 思考 一 下 原因 。 计 算 机 在 表示 数 的 时 候 ， 会 使 
用 以 下 两 种 状态 。 

“ 开关 切断 状态 

“开关 连通 状态 

虽说 是 开关 ， 但 实际 上 并 不 需要 机 械 部 件 ， 你 可 以 将 它 想 象 成 由 电路 形成 的 “电子 开 
关 ”。 总 之 ， 它 能 够 形成 两 种 状态 。 这 两 种 状态 ,分 别 对 应 0 和 1 这 两 个 数字 。 


。 开关 切断 状态 … 0 
。 开关 连通 状态 … 1 


1 个 开关 可 以 用 0 或 1 来 表示 ， 如 果 有 许多 开关 ， 就 可 以 表示 为 许多 个 0 或 1。 你 可 以 
想象 这 里 排列 着 许多 开关 ， 各 个 开关 分 别 表 示 2 进 制 中 的 各 个 数位 。 这 样 一 来 ， 只 要 增加 开 
关 的 个 数 ， 不管 是 多 大 的 数 都 能 表示 出 来 。 

当然 ， 做 成 能 够 表示 0 ~ 9 这 10 种 状态 的 开关 ， 进 而 让 计算 机 采用 10 进 制 计数 法 ， 这 
在 理论 上 也 是 可 能 的 。 但 是 ,与 0 和 1 的 开关 相 比 ， 必 定 有 更 为 复杂 的 结构 。 

另外， 请 比较 一 下 图 1-3 和 图 1-4 所 示 的 加 法 表 。2 进 制 的 表 比 10 进 制 的 表 简单 得 多 吧 ? 
若 要 做 成 1 位 加 法 的 电路 ,采用 2 进 制 要 比 10 进 制 更 为 简便 。 

不 过 ， 比 起 10 进 制 ，2 进 制 的 位 数 会 增加 许多 ， 这 是 它 的 缺点 。 例 如 ， 在 10 进 制 中 
2503 只 有 4 位 ， 而 在 2 进 制 中 要 表达 同样 的 数 则 需要 100111000111 共 12 位 数字 。 这 点 从 表 1-1 
中 也 显而易见 。 

人 们 觉得 10 进 制 比 2 进 制 更 容易 处 理 ， 是 因为 10 进 制 计数 法 的 位 数 少 ， 计 算 起 来 不 容 
易 发 生 错误 。 此 外 ， 比 起 2 进 制 ， 采 用 10 进 制 能 够 简单 地 通过 直觉 判断 出 数值 的 大 小 。 人 
的 两 手 加 起 来 共有 10 个 指头 ， 这 也 是 10 进 制 更 容易 理解 的 原因 之 一 。 
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[图 13 | 10 进 制 的 加 法 表 


Ep | ECO | SSG 
0|0|112131415 16 17 18 19 
1|1|12131415316171819 110 
2|2|131415 16 1718 19 110111 
313141516 17 18 19 110 11112 
4|1415161718 19 110 11112 113 
SS 全 Si60|7i8|911011 了 2113|1 芭 
61617 18 19 110 111112 113 114 115 
71718 9 1110 111112113 |14 11$ 116 
8|81911011112113114 13116 17 
919110111112113 11411$ 116 117 118 
图 1-4 2 进 制 的 加 法 表 

+|0|11 

WO | 1 

1 |11110 


不 过 ， 因 为 计算 机 的 计算 速度 非常 快 ， 位 数 再 多 也 没有 关系 。 而 且 计 算 机 不 会 像 人 类 那 
样 发 生计 算 错误 ， 不 需要 笔直 觉 把 握 数值 的 大 小 。 对 于 计算 机 来 说 ， 处 理 的 数字 种 类 少 、 计 
算 规 则 简单 就 最 好 不 过 了 。 

让 我 们 来 总 结 一 下 。 


.在 10 进 制 计数 法 中 ， 位 数 少 ， 但 是 数字 的 种 类 多 
一 ， 对 人 类 来 说 ， 这 种 比较 易 用 
“在 2 进 制 计数 法 中 ， 数 字 的 种 类 少 ， 但 是 位 数 多 
一 ”对 计算 机 来 说 ， 这 种 比较 易 用 


鉴于 上 述 原因 ， 计算 机 采用 了 2 进 制 计 数 法 。 

人 类 使 用 10 进 制 计数 法 ， 而 计算 机 使 用 2 进 制 计 数 法 ， 因 此 计算 机 在 执行 人 类 发 出 的 
任务 时 ， 会 进行 10 进 制 和 2 进 制 间 的 转换 。 计 算 机 先 将 10 进 制 转换 为 2 进 制 ， 用 2 进 制 进 
行 计算 ， 再 将 所 得 的 2 进 制 计算 结果 转换 为 10 进 制 (图 1-5 )。 
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[图 15 人 类 使 用 计算 机 进行 计算 的 情形 


转换 为 2 进 制 
21+19 10101+10011 
使 用 2 进 制 进行 计算 
转换 为 10 进 制 
40 101000 


按 位 计数 法 
下 面 来 介绍 按 位 计数 法 。 


什么 是 按 位 计数 法 


我 们 学 习 了 10 进 制 和 2 进 制 两 种 计数 法 ， 这 些 方法 一 般 称 作 按 位 计数 法 。 除 了 10 进 制 
和 2 进 制 以 外 ， 还 有 许多 种 类 的 按 位 计数 法 。 在 编程 中 ， 也 常常 使 用 8 进 制 和 16 进 制 计 数 法 。 
@ 8 进 制 计数 法 

8 进 制 计数 法 的 特征 如 下 。 

。 使 用 的 数字 有 0, 1,2, 3,4,5,6,7 共 8 种 

。 从 右 往 左 分 别 为 80 的 位 、81 的 位 、8 的 位 、83 的 位 …… (基数 是 8 ) 
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@ 16 进 制 计 数 法 
16 进 制 计数 法 的 特征 如 下 。 


“使 用 的 数字 有 0, 1,2,3,4,5, 6,7,8,9,A,B,C,D,E,F 共 16 种 
。 从 右 往 左 分 别 为 160 的 位 、161 的 位 、162 的 位 、163 的 位 …… (基数 是 16 ) 


在 16 进 制 计 数 法 中 ， 使 用 A, B, C, D, E, FE ( 有 时 也 使 用 小 写字 母 a, b, c, de,f ) 来 表示 
10 以 上 ”的 数字 。 


@ NN 进 制 计 数 法 
一 般 来 说 ,NN 进 制 计数 法 的 特征 如 下 。 


.使 用 的 数字 有 0,12,3,.……,NV-1， 共 N 种 
。 从 右 往 左 分 别 为 WO 的 位 、NI 的 位 、N2 的 位 、N3 的 位 …… (基数 是 N ) 


例如 ,NN 进 制 计数 法 中 ，4 位 数 a3q2a1a0 为 


CaxN CI2xN CGIxN COxNI (aaaba 是 0~N-1 中 的 数字 ) 。 


不 使 用 按 位 计数 法 的 罗马 数字 


按 位 计数 法 在 生活 中 最 为 常见 ， 因 此 人 们 往往 认为 这 种 方法 是 理所当然 的 。 实 际 上 ， 在 
我 们 身边 也 有 不 使 用 按 位 计数 法 的 例子 。 

例如 ， 罗 马 计数 法 。 

罗马 数字 至 今 还 常常 出 现在 钟表 表盘 上 ( 图 1-6 )。 


| 图 156 使 用 罗马 数字 的 钟表 表盘 


Q@ 本 书 中 的 “以 上 ”“ 以 下 ” 篆 包 含 本 数 。 一 一 编者 注 
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还 有 ， 在 电影 最 后 放映 的 演 职 员 名 单 中 ， 也 会 出 现 表示 年 号 的 MCMXCVII 等 字母 。 这 
也 是 罗马 数字 。 


罗马 计数 法 的 特征 如 下 。 
。 数位 没有 意义 ， 只 表示 数字 本 身 
“没有 0 


“使 用 I (1) V(5)X(I0)L(50) 、C (100) D (500)、M (1000) 来 记 数 
， 将 并 排 的 数字 加 起 来 ， 就 是 所 表示 的 数 


例如 ，3 个 并 排 的 I (II ) 表示 3， 并排 的 V 和 I (VI) 表示 6，VII 表示 8。 

罗马 数字 的 加 法 很 简单 ， 只 要 将 罗马 数字 并 排 写 就 可 以 得 到 它们 的 和 。 比 如 ， 要 计算 
1+2， 只 要 将 表示 1 的 1 和 表示 2 的 工 并 排 写作 王 就 行 了 7。 但 是 ， 数 字 多 了 可 就 不 太 简 单 了 。 

例如 ， 计 算 3+3 并 不 是 把 II 和 II 并排 写 作 III， 而 是 将 5 单独 拿 出 来 写作 V， 所 
以 6 就 应 该 写作 VI。CXXII (123 ) 和 LXXVII (78) 的 加 法 ， 也 不 能 仅仅 并 排 写 作 
CXXIILXXVII， 而 必须 将 IIHII 转换 为 V，VV 转换 为 X，XXXXX 转换 为 L， 再 将 LL 转换 
为 C， 如 此 整理 最 后 得 到 CCI ( 201 )。 在 “整理 ”罗马 数字 的 过 程 中 ， 必 须 进 行 与 按 位 计数 
法 的 进位 相仿 的 计算 。 

罗马 计数 法 中 还 有 “减法 规则 ”。 例 如 IV， 在 V 的 左 侧 写 I， 表 示 5-1， 即 4 (在 钟表 
表盘 上 ， 由 于 历史 原因 也 有 将 4 写作 III 的 )。 

让 我 们 试 着 将 罗马 数字 的 MCMXCVII 用 10 进 制 来 表示 。 


MCMXCVII = (M) + (CM) + (XC) + (V) + (II) 
= (1000) + (1000 ~ 100) + (100 = 10) + (5) + (3) 
= 1998 


可 以 发 现 ，MCMXCVII 表示 的 就 是 1998。 罗 马 数 字 费劲 啊 ! 


指数 法 则 


10 的 0 次 方 是 什么 


在 10 进 制 的 说 明 中 ,我 们 讲 过 “1 是 100 ( 10 的 0 次 方 六 ， 即 100 = 1。 
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也 许 有 些 读者 会 产生 以 下 疑问 。 


102 是 “2 个 10 相 乘 ”， 那 么 100 不 就 是 “0 个 10 相 乘 ” 吗 ? 这 样 的 话 ， 不 应 该 是 1， 而 


是 0 吧 ? 


这 个 问题 的 核心 在 哪里 呢 ? 我 们 来 深入 思考 一 下 。 问 题 在 于 “10" 是 个 10 相 乘 ”这 部 
分 。 在 说 “n 个 10 相 乘 ”时 ， 我 们 自然 而 然 会 把 n 想 作 1,2,3,…。 因 此 ， 在 说 “0 个 10 相 乘 ” 
时 ， 却 不 知道 应 该 如 何 正确 理解 它 的 意义 。 

那么 ,暂且 抛 却 “n 个 10 相 乘 ” 这 样 的 定义 方式 吧 。 我 们 从 目前 掌握 的 知识 来 类 推 ， 看 
看 如 何 定义 10 比较 妥当 。 

众所周知 ，103 是 1000，102 是 100，101 是 10。 

将 这 些 等 式 放 在 一 起 ， 寻 找 它们 的 规律 。 


103 = 10 分 之 1 
2 一 

102 = 100 和 10 分 之 1 

10! = 10 


Re 
j0 二 10 从 之 1 


每 当 10 右上 和 角 的 数 ( 指数 ) 减 1， 数 值 就 变 为 原先 的 10 分 之 1。 因此 , 10? 就 是 1。 综 
上 所 述 ， 在 定义 10" (7 包括 0 ) 的 值 时 可 以 遵循 以 下 规则 : 


间 数 每 减 1]， 数 值 就 变 为 原来 的 10 分 之 1。 


10 了 1 是 什么 
不 要 将 思维 止步 于 100 之 处 。 对 于 10-! (10 的 -1 次 方 )， 让 我 们 同样 套用 这 一 规则 ( 指 
数 每 减 1， 数 值 就 变 为 原来 的 10 分 之 1 )。 


和 0。 
I 2 10 分 之 1 
IW 
) 0 分 之 1 
10™ 人 
有 10 分 之 1 
10-3 = -一 
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规则 的 扩展 


让 我 们 做 一 个 小 结 。 

我 们 学 习 了 10" 计数 法 的 相关 内 容 。 

起 初 ， 我 们 把 4 为 1,2,3,… 时 ， 即 101,10>,103,… 想 作 “1 个 10 相 乘 “2 个 10 相 乘 ”3 
个 10 相 乘 20 

然后 ， 我 们 抛 却 了 “n 个 10 相 乘 ” 的 思维 ， 寻 找到 了 一 个 扩展 规则 : 对 于 10", nn 每 减 1， 
就 变 成 原来 的 10 分 之 1。 

当 n 为 0 时 ， 若 套 用 “10" 为 个 10 相 乘 ”的 规则 ， 着 实 比较 费解 。 于 是 我 们 转 而 求助 
于 “n 每 减 1， 就 变 成 原来 的 10 分 之 1” 的 规则 ， 定 义 出 10? 是 1( 因为 101 的 10 分 之 1 就 是 1)。 

同样 地 ，10-1 10-2, 10-3,… 的 值 ( 即 半 为 -1 -2,-3,…: 时 )， 也 适用 于 这 个 扩展 规则 。 

如 此 ， 对 于 所 有 的 整数 n(…, 3, 一 2, 一 1,0,1,2,3,… )， 都 能 定义 10" 的 值 。 对 于 10-3 
来 说 ,，“-3 个 10 相 乘 ”的 思维 并 不 直观 。 但 倘若 套用 扩展 规则 ， 即 使 是 负数 ， 也 能 “ 定 
义 出 ”10 的 n 次 方 的 值 。 


对 24 进行 思考 


让 我 们 用 思考 10° 的 方法 ， 也 思考 一 下 20 的 值 吧 。 


由 此 可 知 ， 对 于 27 来 说 ,n 每 减 1， 数 值 就 谈 成 原来 的 2 分 之 1。 

21 的 2 分 之 1 是 20, 那么 20 =1。 

在 这 里 我 想 强调 的 是 ， 不 要 将 2 的 值 作为 一 种 知识 去 记忆 ， 我 们 更 需要 考虑 的 是 ， 如 
何 对 2 进行 适当 的 定义 ， 以 期 让 规则 变 得 更 简单 。 这 不 是 记忆 力 的 问题 ， 而 是 想象 力 的 问 
题 。 请 记 住 这 种 思维 方式 : 以 简化 规则 为 目标 去 定义 值 。 


工 是 什么 
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让 我 们 参照 10-: 的 规则 来 思考 2-1。20 除 以 2， 得 到 的 是 2-1!， 即 271 = 
“2 的 -1 次 方 ” 在 直觉 上 较 难 理解 。 鉴 于 规则 的 简单 化 和 一 致 性 ，2 的 -1 次 方 可 以 定 


义 为 271 = 纪 同 理 ，2- 
综 上 所 述 ， 可 以 总 


看 了 上 面 的 等 式 之 
对 前 面 所 说 的 规则 


二 和 


1 


9 


-3 一 
2 = 证。 


结 出 如 下 等 式 。 


后 
进 


你 应 


10455 =1x10x10x10x10x10 
1014 =1x10x10x10x10 
103 =1x10x10x10 

1012 =1x10x10 


10+1 =1x10 
100 =1 
10-1=1=10 


10- 2 =1:-10=10 
103=1:-10=10=10 
104=1=<10=10=<10=10 
1035=1=<10=10=10=10=10 


25=1x2x2x2x2x2 
24=]1x2x2x2x2 
23=1x2x2x2 


512 = 1 

2+1 =1x2 

20 = 

pe 
pt 
23=1-+2+2+2 
2-4=1:2+:2+2+2 
pe Rp) 


应 该 就 更 能 体会 100 和 20 为 什么 都 等 于 1 了 吧 。 


了 归纳 就 可 以 得 到 “指数 法 则 ”。 指 数 法 则 的 表达 式 如 下 。 


Ne x N2 三 Neate 
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即 “N 的 a 次 方 乘 以 NN 的 5 次 方 ， 等 于 入 的 a+b 次 方 法 则 (但 N#0)。 有 关 指 数 法 
则 的 内 容 ， 在 第 7 章 也 会 谈 到 。 


0 所 起 的 作用 


| 0 的 作用 : 占 位 


这 节 我 们 来 讨论 0 的 作用 。 例 如 ,用 10 进 制 表 示 的 2503， 它 当中 的 0 起 到 了 什么 作用 
呢 ? 2503 的 0， 表示 十 位 “没有 ”。 昌 说 “没有 ”， 但 这 个 0 却 不 能 省 略 。 因 为 如 果 省 略 了 0， 
写成 2533， 那 就 变 成 另 一 个 数 了 。 

在 按 位 计数 法 中 ， 数 位 具有 很 重要 的 意义 。 即 使 十 位 的 数字 “没有 ”， 也 不 能 不 写 数字 。 
这 时 就 轮 到 0 出 场 了 ， 即 0 的 作用 就 是 占 位 。 换 言 之 , 0 占 着 一 个 位 置 以 保证 数位 高 于 它 的 
数字 不 会 产生 错位 。 

正 因 为 有 了 表示 “没有 ”的 0， 数值 才能 正确 地 表示 出 来 。 可 以 说 在 按 位 计数 法 中 0 是 
不 可 或 缺 的 。 


0 的 作用 : 统一 标准 ， 简 化 规则 


在 按 位 计数 法 的 讲解 中 ， 我 们 提 到 了 “0 次 方 *， 还 将 1 特意 表示 成 10"。 使 用 0， 能 够 
将 按 位 计数 法 的 各 个 数位 所 对 应 的 大 小 统一 表示 成 


10” 


否则 ， 就 必须 特别 处 理 “1” 这 个 数 。0 在 这 里 起 到 了 标准 化 的 作用 。 
如 果 从 高 到 低 各 个 数位 的 数字 依次 为 an,an-1,4n-2,… ,a2,41,40， 那 么 10 进 制 的 按 位 计 
数 法 就 能 用 以 下 表达 式 来 表示 。 


工艺 


an X10 +ja 1x10!l + an2x10"? +...+ ax10* +iarx10l/+laox10° 


按 位 计数 法 的 各 个 数位 也 能 统一 写作 如 下 形式 。 
ax x 10* 


请 注意 : ax 右 下 角 的 Kk 和 10* 的 指数 是 一 致 的 。 
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在 上 述 表达 式 中 ， 设 n= 3， a3= 2, a = 5,， al=0, ag= 3, 最 后 的 结果 是 2503。 
通过 0 来 明示 “没有 ”， 能 够 使 规则 简单 化 。 在 许多 情况 下 ， 规 则 越 简 单 越 好 。 当 你 在 
面 对 问 题 的 时 候 ， 是 否 也 可 以 借助 0 来 使 问题 简单 化 呢 ? 请 想 一 想 吧 。 


| 日 常生 活 中 的 0 

在 我 们 的 日 常生 活 中 ， 有 时 也 会 遇 到 像 0 那样 表示 “没有 ”的 情况 。 
@ 没 有 计划 的 计划 

我 们 常常 使 用 日 程 表 来 管理 计划 。 在 日 程 表 中 填 人 “案头 工作 “出 差 “ 研 讨 会 "等 计划 。 
那么 ， 和 “0” 相 当 的 计划 是 什么 呢 ? 

例如 ， 我 们 可 以 将 没有 计划 的 状况 设 定 成 “ 空 计划 ”。 通 过 在 计算 机 的 日 程 表 中 搜索 “ 空 计 
划 "， 就 能 找到 没有 计划 的 日 期 。 这 样 一 来 ， 我 们 就 既 能 搜索 已 有 的 计划 ， 又 能 搜索 “ 空 计划 ”了 。 

还 有 ， 我 们 也 可 以 将 “预计 不 安排 计划 ( 即 ， 将 该 时 间 空 出 来 》 当 作 0 来 考虑 。 在 日 
程 表 中 先 将 “预计 不 安排 计划 ”的 日 程 填写 占 位 ， 然 后 再 填写 需要 安排 工作 的 日 程 。 这 样 就 
不 至 于 引起 混乱 。 这 正好 与 按 位 计数 法 中 的 0 起 到 的 占 位 作用 相似 。 


全 没有 药 效 的 药 

假设 现在 必须 有 规律 地 服用 一 种 胶 寺 ， 每 隔 3 天 停 用 1 次。 也 就 是 服用 3 天 ， 停 用 1 天 ， 
接着 再 服用 3 天 ， 停 用 1 天 。 一 直 按照 这 种 周期 循环 服药 ， 有 难度 吧 ? 

灵机 一 动 ， 妙 法 自然 来 。 那 就 是 每 天 都 吃 药 。 只 是 ， 每 4 粒 药 中 有 1 六 是 “没有 药 效 ”的 
假 胶 宫 。 事 先 准 备 好 标 有 日 期 的 盒子 ， 并 在 其 中 放 入 每 天 需要 服用 的 药 ， 会 更 加 方便 (图 1-7)。 


| 图 17 ， 事 先 将 “ 假 胶囊 ” 放 入 标 有 日 期 的 盒子 里 


lolEelr olkelk® 
:oloreol sols 

Eolp ol ol ol 

Eos Eolol 3 

Eo oo Kolkoelke) 

CO = 胶 圳 

@B = 假 胶囊 
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这 样 一 来 ， 就 无 须 判断 “今天 是 服药 日 还 是 停 药 日 ”了 。 正 因为 有 了 “没有 ” 药 效 的 药 ， 
才 形 成 了 “每 天 服用 1 粒 胶 可 ”的 简单 规则 。 
由 此 可 见 ， 这 时 的 假 胶 可 与 按 位 计数 法 中 “0” 所 起 的 作用 相同 。 


中 人 类 的 极限 和 构造 的 发 现 


| 重 温 历 史 进 程 


现今 ，10 进 制 计数 法 已 经 深 深 地 融和 人 了 我 们 的 生活 。 然 而 ， 这 个 过 程 经 历 了 长 达 几 千年 
的 历史 ， 涉 及 全 世界 的 各 式 文明 。 下 面 我 们 就 来 快速 回顾 一 下 数字 表示 法 的 这 段 历史 吧 。 

古 埃及 人 使 用 5 进 制 和 10 进 制 混合 的 计数 法 。5 和 10 为 一 个 单元 ， 用 记号 标识 。 但 
是 ， 他 们 的 计数 法 不 是 按 位 计数 法 ， 当 然 也 不 存在 0 了。 十 埃及 人 将 数字 记 在 一 种 纸 莎 草 纸 
(papyrus ) 上 面 。 

巴比伦 人 在 黏 士 板 上 用 模 形 记号 来 表示 数 。 他 们 使 用 表示 1 和 10 的 两 种 枫 形 记号 来 表 
示 1~59， 并 通过 记号 的 所 在 位 置 来 表示 607" 的 数位 。 由 此 ，10 进 制 和 60 进 制 混合 的 按 位 计 
数 法 就 诞生 了 。 现 在 通用 的 1 小 时 为 60 分 钟 、1 分 钟 为 60 秒 的 时 间 换 算 就 是 源 于 巴比伦 的 
60 进 制 计数 法 。 黏 士 板 和 纸 莎 草 纸 有 所 不 同 ， 很 难 在 上 面 书写 多 种 不 同 的 记号 ， 因 此 巴比伦 
人 需要 以 尽 可 能 少 的 记号 来 表示 数 。 换 句 话 说， 也 许 正 是 因为 黏 士 板 的 硬件 限制 ， 才 促成 了 


按 位 计数 法 的 产生 。 
十 希腊 人 不 仅仅 把 数字 当 作 运 算 工 具 ， 还 在 其 中 注入 哲学 真理 。 他 们 将 图 形 、 宇 宙 、 音 
乐 与 数字 相关 联 。 


玛雅 人 数 数 时 从 0 开始 ， 使 用 的 是 20 进 制 计数 法 。 

罗马 人 使 用 5 进 制 和 10 进 制 混用 的 罗马 数字 。 以 5 为 一 个 单元 ， 记 作 V。 以 10 为 一 个 
单元 ， 记 作 X。 同 样 ， 将 50, 100, 500, 1000 分 别 记 作 L, C, D, M。 诸 如 IV 表示 4，IX 表示 9， 
XL 表示 40 等 ， 将 数字 列 在 左 侧 作 为 减法 的 表示 法 是 后 来 制定 的 ， 古 罗马 时 并 不 这 样 
使 用 。 

印度 人 在 引进 巴比伦 的 按 位 计数 法 的 同时 ， 清 楚 地 认识 到 0 也 是 数字 。 而 且 ， 他 们 采用 


Q 例如 ， 口 服 避 孕 药 每 服用 21 天 ， 须 停 用 7 天 。 在 28 粒 一 组 的 药片 中 ， 有 7 粒 实际 上 是 毫 无 药 效 的 安奈 剂 。 这 样 使 
用 者 就 不 用 特意 去 记 服 药 的 日 期 了 。 
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的 是 10 进 制 计数 法 。 现 在 我 们 使 用 的 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9， 被 称 为 阿拉 伯 数 字 而 不 是 印度 
数字 ， 也 许 是 因为 将 印度 数字 传人 西欧 的 是 阿拉 伯 学 者 吧 。 
光 是 讨论 数 的 表示 法 ， 就 已 经 涉及 如 此 众多 的 国家 和 文明 了 。 


| 为 了 超越 人 类 的 极限 


这 里 ， 我 们 稍微 思考 一 下 更 深层 次 的 问题 。 为 什么 人 类 需要 发 明 计 数 法 呢 ? 

在 罗马 数字 中 , 将 1 2,3 记 作 L IN, 将 4 写作 II 或 IV，5 写作 V。 不 过 , 将 5 记 作 
IIHI 好 像 也 可 以 ， 却 又 为 何不 那么 做 呢 ? 

答案 显而易见 : 在 这 种 表示 方法 下 ， 数 越 大 就 越 难 处 理 。 比 如 ,IIHIIII 和 了 IIIIIII 哪 
个 大 ? 不 能 马上 得 知 。 而 X 和 XI 就 能 马上 比较 得 出 熟 大 熟 小 。 如 果 光 将 工 排 成 一 排 ， 在 要 
表示 较 大 的 数字 时 就 非常 不 便 了 。 因 此 先贤 们 创造 出 了 “单元 ”的 概念 。 

为 了 表示 较 大 的 数 而 创造 出 “单元 ”的 概念 ， 看 似 是 一 件 非 常理 所 当然 的 事情 。 而 实际 
上 这 里 却 给 了 我 们 极其 重要 的 启发 。 要 表示 “十 二 ”， 比 起 IIIIIII， 用 XII 比较 方便 。 若 
使 用 按 位 计数 法 ， 写 成 “12” 则 更 方便 。 我 们 可 以 从 中 获得 哪些 启发 呢 ? 

那 就 是 : 将 大 问题 分 解 为 小 “单元 ”。 

如 何 高 效 地 表示 一 个 较 大 的 数 ， 对 于 古代 的 先 人 们 来 说 是 个 重要 的 问题 。 对 此 历史 给 出 
了 两 种 方法 : 单元 计数 法 和 按 位 计数 法 。 由 于 人 类 的 能 力 有 限 ， 因 此 必须 开动 脑筋 ， 想 出 简 
便 的 计数 法 。 如 果 人 类 对 数 有 更 高 的 认 知 能 力 ， 就 不 会 发 展 出 以 “单元 ”表示 的 计数 法 了 吧 。 

如 今 ， 人 类 发 展 到 了 能 够 发 射 火 箭 、 分 析 基 因 信息 和 处 理 互 联网 上 大 量 信息 的 阶段 ， 我 
们 要 处 理 的 数据 呈 爆 炸 性 增长 。 这 样 ， 按 位 计数 法 也 显得 力不从心 了 。1000000000000 和 
10000000000000 哪个 大 呢 ? 很 难 一 眼 就 看 出 来 。 这 时 ， 指 数 表示 法 显得 异常 重要 。 

刚才 的 两 个 数 若 写作 10” 和 103, 便 能 一 眼看 出 后 者 较 大 。 指 数 表示 法 是 着 眼 于 0 的 个 
数 的 计数 法 。 

问题 不 光 停 留 在 计数 法 上 。 在 现代 ， 我 们 使 用 计算 机 来 解决 人 类 难以 处 理 的 大 规模 问 
题 。 我 们 竭尽 全 力 地 编写 程序 ， 绞 尽 脑 汁 地 思考 如 何在 短 时 间 内 解决 大 规模 问题 。“ 将 大 问 
题 分 解 为 小 “单元 '” 的 解决 办 法 ， 至 今 依然 适用 。“ 要 解决 大 问题 ， 就 将 它 分 解 成 多 个 小 “ 单 
元 "。 如 果 小 “单元 ”还 是 很 大 ， 那 就 继续 分 解 成 更 小 的 “单元 "， 直 到 问题 最 终 解决 。” 这 
种 方法 至 今 依然 通用 。 比 如 在 编写 大 程序 的 时 候 ， 一 般 会 分 解 成 多 个 小 程序 ( 模块 ) 来 开发 。 

这 里 介绍 的 “问题 分 解法 ”是 本 书 的 主旨 之 一 。 这 一 主旨 将 会 贯穿 本 书 ， 渗 透 在 各 个 小 
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节 中 ， 请 读 考 朋友 们 多 加 留意 。 


本 章 小 结 


本 章 通过 按 位 计数 法 ， 思 考 了 0 所 起 的 作用 。0 虽然 没有 实际 的 数量 ， 却 起 到 了 占 位 的 
作用 。 正 因为 有 了 0， 才 能够 实现 简单 的 按 位 计数 法 。 

另外 ， 我 们 还 学 习 了 指数 法 则 的 相关 内 容 。 尤 其 是 思考 了 如 何 定义 0 次 方才 更 为 妥当 。 
一 定 要 在 保持 简单 规则 的 前 提 下 扩展 概念 ， 请 大 家 务必 理解 这 点 。 

本 章 将 焦点 集中 在 “0” 这 个 数字 上 展开 讨论 。 下 一 章 ， 我 们 将 一 起 思考 “一 分 为 二 ” 
的 相关 内 容 。 


课 后 对 话 

学 生 : 乐谱 上 的 休止 符 也 像 0 呢 。 

币 : 正 是 ! 它 明确 地 表示 不 发 音 ! 

生 : 0 与 其 说 是 “ 空 ”， 还 不 如 说 是 “填空 ”更 恰当 。 因 为 它 的 作用 是 占 位 。 
币 : 说 得 对 ! 这 称 作 占 位 符 。 

生 : 占 位 符 ? 

币 : 有 了 占 位 符 才 会 产生 模式 ， 有 了 模式 才 会 产生 简单 的 规则 。 

学 生 : 原来 如 此 ! 正 是 通过 0 这 个 占 位 符 ， 才 能 实现 简单 的 按 位 计数 法 ! 


中 


路 性 中 居民 


CHAPTER 2 


mp 


Ma [mm 
多 和 辑 
一 一 真 与 假 的 二 元 世界 


TRUE 
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课 前 对 话 
技术 员 : 这 个 水 坝 系 统 设 计 思 路 为 按 下 紧急 按钮 或 者 水 位 高 于 危险 水 位 时 ， 和 警报 器 就 会 报警 。 
提问 者 : 这 个 “或 者 ”是 排他 的 吗 ? 
技术 员 : 什么 意思 呢 ? 
提问 者 : 就 是 说 ， 按 下 紧急 按钮 并 且 水 位 高 于 危险 水 位 时 会 报警 吗 ? 
技术 员 : 当然 会 啦 ! 
米 * 米 
发 言 者 : 他 现在 在 大 阪 或 者 东京 。 
提问 者 : 这 个 “或 者 ”是 排他 的 吗 ? 
发 言 者 : 什么 意思 呢 ? 
提问 者 : 就 是 说 ， 他 有 可 能 既 在 东京 又 在 大 阪 吗 ? 
发 言 者 : 这 怎么 可 能 呢 ! 


本 章 学 习 内 容 


本 章 将 学 习 逮 辑 的 相关 内 容 。 

首先 ， 简单 讲 述 为 什么 逻辑 对 于 程序 员 来 说 那么 重要 。 其 次 ， 以 巴士 车 费 为 例 ， 学 习 
相关 规则 的 要 点 。 接 着 ,练习 使 用 真 值 表 、 文 氏 图 、 逻 辑 表 达 式 、 卡 诺 图 等 ,来 解析 复杂 逻 
辑 。 最 后 ,介绍 包括 未 定义 值 在 内 的 三 值 逻 辑 。 


为 何 逻 辑 如 此 重要 


逻辑 是 消除 歧义 的 工具 


我 们 平时 使 用 的 语言 一 一 自然 语言 ， 是 极 易 产生 此 义 的 。 就 连 上 述 “ 课 前 对 话 ” 中 的 
“或 者 ”一 词 ， 也 不 是 只 有 一 个 正确 意义 。 然 而 ， 规 格 说 明 书 〈 记 述 如 何 编写 程序 的 文件 ) 
般 都 是 用 自然 语言 描述 的 。 因 此 ， 程 序 员 必 须 走 出 自然 语言 靶 义 的 迷宫 ， 谨 慎 解 读 规 格 说 
明 书 ， 确 定 其 正确 的 意义 。 

本 章 学 习 的 “逻辑 "， 是 消除 自然 语言 歧义 、 严 密 准 确 地 记述 事物 的 工具 。 假 如 尝试 使 
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用 逻辑 语言 ( 逻辑 表达 式 ) 来 重新 解释 规格 说 明 书 ， 有 时 就 会 发 现 其 中 存在 歧义 或 矛盾 的 地 
方 。 男 外 ,借助 逻辑 还 能 够 将 复杂 的 规格 说 明 书 转换 成 简单 易 懂 的 形式 。 
因此 ， 清 楚 地 理解 和 掌握 逻辑 ， 将 其 打造 成 手中 的 利器 ， 是 每 个 程序 员 的 必修 课 。 


| 致 对 逻辑 持 否定 意见 的 读者 


对 程序 员 来 说 ， 运 用 逮 辑 思考 问题 至 关 重要 。 计 算 机 可 不 管 我 们 的 喜 怒 哀乐 ， 它 总 是 按 
照 逻 辑 运 行 。“ 程 序 ， 给 我 好 好 运行 啊 ! ”无 论 这 样 对 它 说 多 少 次 ， 逻 辑 上 有 错 的 程序 都 不 会 
正确 运行。 反之 ， 如 果 逻 辑 上 正确 ， 那 么 程序 运行 几 百 万 次 也 不 会 出 错 ， 因 此 也 不 必 担 心 程 
序 不 好 好 运行 。 程 序 是 不 为 我 们 的 情绪 所 动 的 。 

很 多 人 都 觉得 “逻辑 冰冷 且 机 械 死 板 ”"。 确 实 ， 逻辑 有 这 种 特征 。 但 正 因 如 此 ， 它 才 有 
用 。 人 类 易 被 情绪 左右 ， 但 计算 机 不 同 。 正 因为 冰冷 且 机 械 死 板 , 计算 机 才 会 一 直 稳定 地 运 
行 ， 为 我 们 所 用 。 

程序 员 处 于 人 类 和 计算 机 的 分 界线 上 。 只 要 做 到 逻辑 性 的 思考 和 表达 ， 就 不 会 为 常识 和 
情绪 所 困 ， 从 而 写 出 符合 要 求 的 规格 说 明和 程序 。 程 序 员 应 努力 将 问题 转化 为 程序 ， 让 计算 
机 有 活 可 干 。 

下 面 来 看 些 具体 问题 。 


“” 乘 车 费用 问题 一 一 兼顾 完整 性 和 排他 性 
下 面 以 巴士 车 费 为 例 ， 学 习 逻 辑 的 基本 思路 ; 兼顾 完整 性 和 排他 性 。 
收费 规则 


某 巴 士 公司 A 的 乘 车 收费 规则 如 下 所 示 。 


收费 规则 A 


6 岁 以 上 的 乘客 100 元 


不 到 6 岁 的 乘客 0 元 
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根据 这 个 收费 规则 ，13 岁 的 Alice 的 车 费 为 100 元 ， 而 4 岁 的 Bob 的 车 费 为 0 元 。 那 么 ， 
6 岁 的 Charlie 的 车 费 又 是 多 少 呢 ? 因为 Charlie 属于 “6 岁 以 上 的 乘客 "”， 所 以 车 费 为 100 元 
(6 岁 以 上 这 个 说 法 是 包含 6 岁 的 )。 


到 这 里 为 止 ， 没 有 什么 难点 。 
| 命题 及 其 真 候 


为 了 便于 理解 后 面 的 说 明 ， 这 里 先 解释 几 个 术语 。 
在 收费 规则 A 中 ,查询 车 费时 ， 应 先 判断 乘客 的 年 龄 是 否 在 6 岁 以 上 。 能 够 判断 对 错 的 
陈述 句 叫 作 命题 ( proposition )。 例如， 下 述 语 句 都 能 判断 对 错 ， 因 此 都 是 命题 。 


。Alice (13 岁 ) 的 年 龄 在 6 岁 以 上 
“Bob (4 岁 ) 的 年 龄 在 6 岁 以 上 
。 Charlie (6 岁 ) 的 年 龄 在 6 岁 以 上 


命题 正确 时 ， 称 该 命题 为 “ 真 "。 反 之 ,命题 不 正确 时 ， 称 该 命题 为 “ 假 "。 也 将 “ 真 ” 
称 作 true,“ 假 ” 称 为 false。 
上 述 3 个 命题 的 真 假如 下 所 示 。 


“Alice (13 岁 ) 的 年 龄 在 6 岁 以 上 真 (true ) 命题 
“Bob (4 岁 ) 的 年 龄 在 6 岁 以 上 假 (false ) 命题 
“Charlie (6 岁 ) 的 年 龄 在 6 岁 义 上 真 (true ) 命题 


命题 要 么 为 true 要 么 为 false。 同 时 满足 true 和 false 的 不 能 称 为 命题 。 既 不 为 true 也 不 
为 false 的 也 不 能 称 为 命题 。 

我 们 在 前 面 使 用 收费 规则 A 查询 车 费时 ， 通 过 乘客 的 年 龄 来 判定 “乘客 的 年 龄 为 6 岁 以 
上 ”这 个 命题 的 真 假 。 如 果 为 真 ， 那 么 车 费 为 100 元 。 如 果 为 假 ， 那 么 车 费 为 0 元 。 

以 上 我 们 学 习 了 “命题 "”“ 真 ”( true )、“ 假 ”( false ) 的 概念 。 


有 没有 “遗漏 ” 
在 阅读 前 面 的 收费 规则 A 时 ， 需 要 确认 一 个 重要 问题 : 
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有 没有 “遗漏 ”? 


对 于 收费 规则 A 来 说 ， 所 谓 的 “没有 遗漏 ”， 即 指 不 管 针 对 哪个 乘客 ， 都 能 判定 “乘客 
的 年 龄 为 6 岁 以 上 ”这 个 命题 的 真 假 。 

规则 A 中 没有 遗漏 。 虽 然 不 知道 是 哪个 乘客 来 乘 车 ， 但 是 任何 人 都 有 年 龄 ， 因 此 就 能 判 
定 真 假 。 


4 思考 题 一 -有 遗漏 的 规则 
请 找 出 下 述 收费 规则 B 的 遗漏 之 处 。 


收费 规则 B 
(存在 遗漏 ) 


乘客 的 年 龄 大 于 6 岁 100 元 


乘客 的 年 龄 不 到 6 岁 0 元 


令 思 考题 答案 

遗漏 了 乘客 为 6 岁 的 情况 。 

收费 规则 B 规定 了 乘客 年 龄 “大 于 6 岁 ” 和 “不 到 6 岁 ” 的 费用 ， 但 是 没有 规定 乘客 
“正好 6 岁 ” 时 的 费用 。 由 于 存在 这 种 “遗漏 ?， 所 以 将 规则 B 作为 乘 车 收费 规则 是 不 恰 
当 的 。 


有 没有 “重复 ” 
不 单单 要 确认 规则 中 没有 “遗漏 "， 还 有 一 个 问题 同样 重要 ， 


有 没有 “重复 ”? 
以 收费 规则 为 例 ， 要 确认 该 规则 对 于 某 位 乘客 是 否 有 两 种 收费 标准 。 


令 思 考题 一 一 有 重复 的 规则 
请 找 出 下 述 收费 规则 C 的 重复 之 处 。 
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收费 规则 C 
(存在 重复 ) 


乘客 的 年 龄 在 6 岁 以 上 ”100 元 


乘客 的 年 龄 在 6 岁 以 下 ”0 元 


令 思 考题 答案 

当 乘 客 为 6 岁 时 发 生 重复 。 

在 收费 规则 C 中,“6 岁 以 上 ?和 “6 岁 以 下 "都 包含 6 岁 。 因 此 ， 这 个 规则 中 存在 “ 重 
复 ”。 而 这 两 种 情况 下 的 费用 各 不 相同 ， 所 以 收费 规则 C 是 不 恰当 的 。 

这 里 要 注意 的 一 点 是 ， 只 有 当 重 复 的 部 分 互相 矛盾 时 ， 该 规则 才 不 符合 逻辑 。 在 收费 
规则 D 中 , 整 6 岁 的 说 明 是 多 余 的 ,但 是 并 不 与 “6 岁 以 上 ”的 说 明了 矛盾 。 


收费 规则 D 
(存在 重复 ,但 不 矛盾 ) 


乘客 的 年 龄 在 6 岁 以 上 ”100 元 


乘客 的 年 龄 为 6 岁 100 元 
乘客 的 年 龄 不 到 6 岁 0 元 


画 一 根 数 轴 辅助 思考 


确认 没有 “遗漏 ”和 “重复 ”是 相当 重要 的 。 在 查看 乘 车 收费 规则 这 类 说 明 时 ， 除 阅读 
文字 外 ， 最 好 像 图 2-1 那样 画 一 根 数 轴 。 


| 图 2-1 在 数 轴 上 表示 收费 规则 A 


100 元 
乘客 的 年 龄 在 6 岁 以 上 9 
乘客 的 年 龄 不 到 6 岁 @ 0 元 CY 
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在 图 中 ， 将 命题 “乘客 的 年 龄 在 6 岁 以 上 ”为 真 的 年 龄 范围 用 @ 一 一 来 表示 ， 为 假 的 年 
龄 范 于 用 鱼 一 O 来 表示 。 记 号 全 表示 包含 该 点 ， 记 号 〇 表示 不 包含 该 点 。 这 样 一 来 ， 通 过 
上 图 就 能 很 方便 地 确认 有 没有 “遗漏 ”和 “重复 ”了 。 

收费 规则 B 用 图 2-2 来 表示 ， 可 以 看 到 两 个 重 辣 的 O 〇 ,说 明 其 中 存在 “遗漏 ”。 


[图 2-2 收费 规则 B 中 有 “遗漏 ” 


乘客 的 年 龄 大 于 6 岁 O — 
0 元 : 
乘客 的 年 龄 不 到 6 岁 傅 名 
0 6 


而 在 收费 规则 C 中 ， 有 两 个 重 闪 的 @， 说 明 其 中 存在 “重复 ”( 图 2-3 )。 


[图 2-3 收费 规则 C 中 有 “重复 ” 


乘客 的 年 龄 在 6 岁 以 上 S 100 元 
0 元 ， 
乘客 的 年 龄 在 6 岁 以 下 @ S 
0 6 
注意 边界 值 


过 数 轴 ， 我 们 可 以 看 到 边界 值 是 需要 注意 的 。 在 本 章 举 出 的 收费 规则 中 ，0 岁 和 6 岁 
是 边界 所 在 。 规 格 说 明 书 的 错误 或 程序 员 的 错误 ， 往 往 发 生 在 边界 值 上 。 因 此 ， 在 画 数 轴 
考虑 问题 的 时 候 ， 必 须 清 楚 地 指明 包含 不 包含 边界 值 ， 而 不 能 画 出 像 图 2-4 这 样 边界 不 清晰 
的 图 。 


总 
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| 图 2-4 | 边界 不 清晰 的 图 是 无 效 的 


年 龄 似乎 不 到 6 岁 ? 


兼顾 完整 性 和 排他 性 


在 考虑 规则 时 ， 确 认 有 没有 “遗漏 ”和 “重复 ”是 相当 重要 的 。 


没有 “遗漏 ”， 即 具备 完整 性 ， 由 此 明确 该 规则 无 论 在 什么 情况 下 都 能 适用 。 


没有 “重复 "， 即 具备 排他 性 ， 由 此 明确 该 规则 不 存在 矛盾 之 处 。 
在 遇 到 大 问题 时 ， 通 常 将 其 分 解 为 多 个 小 问题 。 这 时 常用 的 方法 就 是 检查 它 的 完整 性 和 


排他 性 。 即 使 是 难以 解决 的 大 问题 ， 也 能 通过 这 种 方法 转换 成 容易 解决 的 小 问题 。 


也 称 为 MECE ( Mutually Exclusive and Collectively Exhaustive )。 


使 用 让 语句 分 解 问题 


这 种 方法 


假设 现在 要 求 以 收费 规则 A 为 基础 ， 开 发 显示 乘 车 费用 的 程序 。 我 们 可 以 将 这 个 问题 分 


| 图 2-5 问题 的 分 解 


解 成 命题 “乘客 的 年 龄 为 6 岁 以 上 ”为 “ 真 ” 和 为 “ 假 ”两 部 分 (图 2-5 )。 


显示 年 龄 在 6 岁 以 上 
的 乘客 的 费用 


显示 年 龄 不 到 6 岁 的 
乘客 的 费用 


“显示 年 龄 在 6 岁 以 上 的 乘客 的 费用 ”这 
示 “ 费 用 为 100 元 ”就 行 。 


问题 可 以 通过 收费 规则 A 很 快 解决 。 只 要 显 


第 2 章 逻辑 一 一 真 与 假 的 二 元 世界 | 29 


“显示 年 龄 不 到 6 岁 的 乘客 的 费用 ”这 一 问题 也 可 以 通过 收费 规则 A 很 快 解决 。 只 要 显 
示 “ 费 用 为 0 元” 就行 了 。 

将 大 问题 “分 解 ” 为 2 个 小 问题 ， 这 是 个 关键 点 。 

实际 上 ， 这 种 根据 “命题 的 真 假 ”来 分 解 问题 的 方式 ， 就 是 程序 中 常用 的 让 语句 。 


if (乘客 的 年 龄 在 6 岁 以 上 ) { 
显示 “费用 为 168 元 ” 

} else { 
显示 “费用 为 6 元 ” 


} 
站 语句 的 条 件 分 支 体 现 了 “ 兼 具 完 整 性 和 排他 性 的 分 解 ”。 


| 逻辑 的 基本 是 两 个 分 支 


说 到 这 里 ， 也 许 有 些 读者 会 想 :“ 你 说 的 这 些 不 是 理所当然 的 嘛 。” 

熟练 的 程序 员 ， 并 不 用 特意 去 想 “ 完 整 性 和 排他 性 ”也 能 写 出 站 语句 。 他 们 迅速 熟练 地 
写 出 条 件 表达 式 ,“ 刷 ”地 一 下 就 将 条 件 为 真 和 为 假 时 的 处 理 方法 写 好 了 了。 尤其 是 像 这 里 所 
示 的 简单 规则 ， 用 站 语句 写 也 只 是 三 下 五 除 二 的 事情 。 

但 是 程序 员 要 写 几 十 条 、 几 百 条 让 语句 。 即 使 每 一 条 都 很 简单 ， 但 在 错综复杂 的 站 语句 
的 组 合 中 ， 只 要 稍微 出 点 错 ， 就 会 产生 bug。 

因此 ， 即 使 在 编写 简单 的 让 语句 时 ， 也 必须 兼顾 完整 性 和 排他 性 。 前 面 举 的 巴士 收费 规 
则 的 例子 ， 就 是 希望 大 家 能 意识 到 “遗漏 ”和 “重复 ”。 

逻辑 从 根本 上 说 是 对 完整 性 和 排他 性 的 组 合 表达 。 虽 然 完 整 性 和 排他 性 只 是 两 个 简单 的 
特性 ， 但 存在 于 任何 一 个 或 简单 或 复杂 的 命题 之 中 。 

接 下 来 ,我们 一 起 来 学 习 复杂 命题 的 写法 及 其 解法 。 


上 建立 复杂 命题 


并 不 是 所 有 命题 都 纯粹 而 简单 。 有 时 为 了 表示 出 更 为 复杂 的 情形 ， 需 要 建立 复杂 的 命题 。 
我 们 来 看 一 个 稍 复杂 的 命题 : "乘客 的 年 龄 不 到 6 岁 ， 并 且 乘 车 日 不 是 星期 日 。” 这 个 命 
题 是 由 “乘客 的 年 龄 不 到 6 岁 ” 和 “ 乘 车 日 不 是 星期 日 ”两 个 命题 组 成 的 。 “乘客 的 年 龄 不 
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到 6 岁 ， 并 且 乘 车 日 不 是 星期 日 ”的 正确 与 否 是 可 以 判定 的 ， 因 此 它 确 实 可 以 称 作 命题 。 
本 节 ， 我 们 讲述 一 下 通过 组 合 命题 来 建立 新 命题 的 方法 。 


逻辑 非 


不 是 A 


我 们 以 “ 乘 车 日 是 星期 日 ”这 个 命题 为 基础 ， 可 以 建立 “ 乘 车 日 不 是 星期 日 ”的 命题 
建立 这 种 “不 是 ……” 的 命题 的 运算 称 作 非 ， 英 语 中 用 not 表示 。 
假设 某 命 题 为 A， 则 A 的 逻辑 非 表 达 式 如 下 。 


AL 人 。 


-A (notA)2 
@ 真 值 表 


我 们 来 为 “不 是 A”( 即 -A ) 这 个 逻辑 表达 式 的 意义 下 一 个 严密 的 定义 。 使 用 文字 进行 
说 明 可 能 会 出 现 歧义 ， 因 此 需要 使 用 真 值 表 ( 图 2-6 )。 
| 图 2-6 | 使 用 真 值 表 的 运算 符 ~ 的 定义 
A -A 
true false A 为 true 时 ，-A 为 false 
false | true | A 为 Qse 时 ， -A 为 tue 
该 真 值 表 为 我 们 展现 了 运算 符 -的 定义 ， 具体 如 下 所 示 。 


页 A 为 true 时 ,命题 A 为 false 
。 命 是 


六 题 


页 A 为 false 时， 命题 -A 为 true 


因为 A 是 命题 ， 所 以 它 要 么 是 true， 要么 是 false。 因 此 ， 该 真 值 表 覆 盖 了 所 有 情况 。 换 
言 之 ， 真 值 表 没有 遗漏 和 重复 ， 兼 顾 了 完整 性 和 排他 性 。 
Q@ -A 也 可 记 作 A。 
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@ 双重 否定 等 于 肯定 
双重 否定 等 于 肯定 。 命 题 “ 乘 车 日 不 是 不 是 星期 日 ”和 命题 “ 乘 车 日 是 星期 日 ”是 相等 
的 。 一 般 而 言 ， 有 以 下 关系 成 立 。 


一 A 等 于 A 


“--A 等 于 A” 感 党 上 是 理所当然 的 事情 ， 而 且 也 可 以 进行 严密 的 证 明 。 如 何 证 明 为 好 
呢 ?7 对 ! 就 是 用 真 值 表 来 证 明 。 

以 A 的 真 假 为 根据 ，-A 的 真 假 是 确定 的 。 而 -A 的 真 假 确 定 了 的 话 ，--A 的 真 假 也 随 
即 确定 。 将 其 整理 成 真 值 表 ， 即 如 图 2-7 所 示 。 

我 们 来 比较 一 下 左 列 (A) 和 右 列 (--A)。 A 为 true 或 false， 不 管 是 true 还 是 false， 
A 和 一 A 的 值 都 相同 。 因 此 ， 可 以 说 A 和 -=A 是 相等 的 。 

这 种 真 值 表 ， 不 仅 可 以 用 于 运算 符 的 “定义 ”， 也 可 以 用 于 “证 明 ”。 


| 图 2-7 ”双重 否定 等 于 肯定 的 证 明 


A -A -一 A 
true false true A 为 true 时 ，-A 为 false，--A 为 true 
false true false A 为 false 时 ，-A 为 true，--A 为 false 
相等 


@ 文 氏 图 

真 值 表 虽然 非常 方便 ,但 它 是 以 表 的 形式 存在 的 ， 所 以 有 时 并 不 直观 。 而 使 用 文 氏 图 
( Venn diagram )， 就 能 很 清晰 地 表示 出 命题 的 真 假 。 

在 图 2-8 所 示 的 文 氏 图 中 ， 表 示 出 了 命题 A 和 命题 ~A 的 关系 。 请 注意 阴影 部 分 。 


32 | 程序 员 的 数学 


| 图 2-8 ”表示 命题 A 和 命题 ~A 的 文 氏 图 


星期 一 星期 一 
星期 星期 二 
罗 星期 网 星期 
星期 三 星期 三 
星期 日 星期 四 星期 日 星期 四 
星期 五 星期 五 
星期 六 星期 六 
命题 A“ 乘 车 日 是 星期 日 ” 命题 A “ 乘 车 日 不 是 星期 日 ” 


文 氏 图 原本 是 表示 和 集合 关系 的 图 。 外 围 的 矩形 表示 人 全集， 在 这 里 则 表示 “一 星期 所 有 日 
子 的 集合 ”。 假 设 A 为 命题 “ 乘 车 日 是 星期 日 "*， 则 和 矩形 内 部 的 椭圆 表示 “星期 日 的 集合 ”。 
也 就 是 说 ， 该 区 域 表示 “命题 A 为 true 的 日 子 的 集合 ”。 

那么 ， 如 果 和 矩形 区 域 是 “一 星期 所 有 日 子 的 集合 "， 而 椭圆 内 的 区 域 是 “星期 日 的 集合 ” 
的 话 ， 椭 圆 以 外 的 部 分 是 什么 呢 ? 毫 无 疑问 ， 是 “不 是 星期 日 的 日 子 的 集合 "。 这 里 称 为 
“命题 A 为 false 的 日 子 的 集合 ”或 者 “命题 ~A 为 true 的 日 子 的 集合 ”。 
通过 对 比 这 两 个 文 氏 图， 就 能 直观 地 理解 命题 A 和 命题 ~A 的 关系 。 


逻辑 与 一 一 A 并 且 B 


前 过 组 合 “年 龄 为 6 岁 以 上 ”和 “ 乘 车 日 是 星期 日 ”这 2 个 命题 ， 可 以 得 到 “年 龄 为 6 
岁 以 上 ， 并且 乘 车 日 是 星期 日 ”这 一 新 命题 。 这 种 “A 并 且 B” 的 命题 运算 称 作 逻辑 与 。 英 
语 中 用 and 表示 。 

命题 “A 并 且 B” 的 巡 辑 表达 式 如 下 。 


同 


AAB (AandB) 


AAB， 就 是 “ 仅 当 A 和 了 B 都 为 true 的 时 候 ， 才 为 true” 的 命题 。 


人 假 ， 所 以 我 们 称 这 名 话 为 关于 乘 车 日 的 “条 
令 “ 乘 车 日 是 星期 日 ”这 一 条 件 为 真 的 所 有 乘 车 日 


@ “ 乘 车 日 是 星期 日 ”这 句 话 只 有 在 确定 好 什么 时 候 乘 车 之 后 才能 判断 
件 "。 这 样 说 比 “ 命 题 ” 更 为 贴切 。 这 里 的 文 氏 图 所 表示 的 ， 是 
的 集合 。 
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@ 真 值 表 
像 前 面 一 样 ， 我 们 来 画 一 下 A 人 B 的 真 值 表 ( 图 2-9 )。 这 是 运算 符 人 的 定义 。 


‖ 图 2-9 运算 符 ^ 的 定义 


A B AAB 

true true true 仅 当 A 和 B 都 为 true 的 时 候 ，A 入 B 才 为 true 
rs i | | 
这 Wis | os | i 
医 is | i | le 


由 于 有 2 个 基本 命题 A 和 B， 因 此 真 值 表 的 行 数 为 4 行 。A 有 true/false 这 2 种 情况 ， 
与 之 对 应 的 B 也 有 true/false 这 2 种 情况 ， 因 此 所 有 情况 为 2x2=4 种 。 这 样 就 覆盖 了 所 有 
的 情况 ， 没 有 遗漏 ， 也 没有 重复 ， 兼 顾 了 完整 性 和 排他 性 。 

真 值 表 图 2-9 是 “A 和 ”的 定义 。 在 口头 说 明 时 ， 可 以 简单 地 说 “ 仅 当 A 和 B 都 为 true 时 ， 
AAB 才 为 true"， 而 在 用 真 值 表 表 示 的 时 候 ， 必 须 罗 列 所 有 的 情况 。 


@ 文 氏 图 

下 面 我 们 用 文 氏 图 来 表示 A 人 B ( 图 2-10 )。 分 别 画 出 表示 A 和 B 这 两 个 命题 的 椭圆 ， 两 
者 重 释 的 部 分 用 阴影 表示 。 该 阴影 部 分 即 为 A 和 B。 因 为 重 羡 的 部 分 既 在 椭圆 A 的 内 部 ， 又 在 
椭圆 B 的 内 部 。 


| 图 2-10 表示 A 和 ^B 的 文 氏 图 
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令 思 考题 一 一 画 出 文 氏 图 

用 文 氏 图 来 表示 逻辑 表达 式 "(A 人 B)。 
令 思 考题 答案 

=-(AAB) 的 文 氏 图 如 图 2-11 所 示 。 首 先 画 出 表示 AAB 的 文 氏 图 ， 再 把 图 中 的 颜色 
反 转 一 下 就 是 否定 了 。 


| 图 2-11 | 表示 -(AAB) 的 文 氏 图 


A B 


| 


-(AAB) 


逻辑 或 


A 或 者 B 


假设 某 超市 对 “ 持 有 礼券 A， 或 者 礼券 B” 的 顾客 实行 打折 优惠 。 同 时 持 有 礼券 A、B 
也 没关系 。“ 持 有 礼券 A， 或 者 礼券 B” 是 由 “ 持 有 礼券 A” 和 “ 持 有 礼券 B” 这 2 个 命题 组 
成 的 。 我 们 将 这 种 “A 或 者 B” 的 命题 运算 称 作 逻 辑 或 。 英 语 中 用 or 表示 。 

命题 “A 或 者 B” 的 逻辑 表达 式 如 下 。 


AvB (AorB) 
AVvVB 是 1 个 命题 A 和 B 中 至 少 有 1 个 为 true 时 ， 这 个 命题 为 true。 


@ 真 值 表 

我 们 按照 惯例 画 出 A v B 的 真 值 表 ( 图 2-12 )。 这 是 运算 符 v 的 定义 。 从 这 个 真 值 表 可 
以 得 知 ，A v B 仅 当 A 和 B 都 为 false 时 才 为 false， 除 此 以 外 都 是 true。 

在 遇 到 “至 少 ……” 这 种 表达 方式 时 ， 多 数 情 况 下 考虑 其 否定 意义 能 够 更 容易 理解 。 在 
向 别人 解释 运算 符 v 时 ， 虽 然 可 以 说 
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“A 和 B 中 至 少 有 1 个 为 true 时 ， 才 为 true 


但 较 之 上 者 来 说 ， 下 面 的 


. 仅 当 A 和 B 都 是 false 时 才 为 false 
的 表述 更 为 简洁 易 懂 。 


| 图 2-12 | 运算 符 v 的 定义 


A B AvB 
true true true 
oe | ee | We | 
| | as | | 
se | ae | se | 仅 当 A 和 BB 都 为 fase 时 ，AVB 才 为 false 


由 此 可 见 ， 真 值 表 不 仅 可 用 于 “定义 ”和 “证 明 ”， 还 有 助 于 寻找 更 简洁 的 表达 方式 ， 
是 个 非常 方便 实用 的 工具 。 


@ 文 氏 图 
下 面 我 们 来 画 一 下 A v B 的 文 氏 图 (图 2-13 )。 


| 图 2-13 ”表示 A vB 的 文 氏 图 
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首先 画 出 表示 A 和 B 两 个 命题 的 椭圆， 接着 分 别 在 A 和 B 的 内 部 画 上 阴影 。 当 然 ，A 
和 了 B 重 受 的 部 分 也 要 画 上 阴影 。 所 有 用 阴影 表示 的 部 分 就 是 A VB， 因 为 阴影 部 分 或 在 椭圆 
A 的 内 部 ,或 在 椭圆 B 的 内 部 。 
令 思 考题 一 一 画 出 文 氏 图 

用 文 氏 图 来 表示 逮 辑 表达 式 (-A) Vv (-B)。 
令 思 考题 答案 


如 图 2-14 所 示 。 


| 图 2-14 | 表示 (-A) v (-B) 的 文 氏 图 


A B A B 
人 9 
-A -B 
A B 
we 
CA) Vv (+B) 


首先 ， 分别 画 出 -A 和 -B 的 文 氏 图 ， 再 将 它们 重 铸 起来， 就 是 (-A) v (-B) 的 文 氏 图 
了 ， 相 当 简单 明了 吧 。 
这 里 ， 有 没有 发 现 ~-(A 和 B) 的 文 氏 图 (图 2-11 ) 和 (-A)v (-B) 的 文 氏 图 (图 2-14 ) 是 


第 2 章 逻辑 一 一 真 与 假 的 二 元 世界 | 37 


一 样 的 呢 ? 这 可 并 非 偶然 。 这 称 为 德 摩根 定律 (De Morgan’s laws )， 其 详细 内 容 会 在 后 面 
的 章节 中 进行 说 明 。 

文 开 图 相同 ， 意 味 着 -(A 和 B) 和 (-A) Y (~B) 是 相等 的 命题 。 用 文字 来 描述 这 两 个 逻 
辑 表达 式 就 是 ，-(A 入 B) 为 “不 是 “A 并 且 B'”,， (mA)V(-B) 为 “不 是 A,， 或 者 不 是 B”。 
很 难 发 现 这 两 个 描述 的 意思 是 一 样 的 吧 ? 但 只 要 一 画 文 氏 图 ， 就 能 清楚 地 得 知 它们 是 相 
等 的 。 


异 或 


A 或 者 B ( 但 不 都 满足 ) 


现 假设 将 命题 “他 现在 在 东京 ”和 命题 “他 现在 在 大 阪 ” 组 合 起 来 ， 形 成 命题 “他 现在 
在 东京 ,或 者 他 现在 在 大 阪 "。 这 里 所 用 的 “或 者 ”和 之 前 讲 的 逻辑 或 有 所 不 同 。 为 什么 这 
么 说 呢 ” 因 为 在 这 里 ， 他 现在 只 能 在 东京 和 大 阪 的 其 中 一 处 ,不 可 能 同时 身 处 两 地 。 

“A 或 者 B (但 不 都 满足 ”的 运算 称 作 异 或 ， 英语 中 称 为 exclusive or。 它 和 风 辑 或 相似 ， 
但 在 A 和 B 都 为 true 的 情况 下 ， 两 者 有 所 不 同 。A 和 B 的 异 或 , 是 “A 和 B 中, 只 有 1 个 
是 true 时 才 为 tue，2 个 都 是 true 时 为 false” 的 命题 。 

它 的 逻辑 表达 式 如 下 。 


A@B 


@ 真 值 表 
Ag@B 并 不 那么 直观 ， 我 们 还 是 通过 夯 真 值 表 来 仔细 观察 一 下 吧 (图 2-15 )。 


| 图 2-15 | 运算 符 @ 的 定义 


A B Ae@B 

true true false 

true false true 
和 仅 当 A 和 B 不 同时 ，A @ B 才 为 true 

false true true 

false false false 
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pk 


通过 真 值 表 ， 我 们 就 能 发 现 A @ B 意味 着 “ 仅 当 A 和 B 不 同时 为 rue”。 


@ 文 氏 图 
我 们 画 一 下 A @ B 的 文 开 图 吧 (图 2-16 )。 


| 图 2-16 | 表示 A @ B 的 文 氏 图 


首先 画 出 表示 A 和 B 两 个 命题 的 椭圆 ， 分 别 在 A 和 B 的 内 部 夯 上 阴影 。 但 是 , A 和 B 
相互 重 释 的 部 分 不 画 阴 影 。 这 时 用 阴影 表示 的 部 分 即 为 A @B。 
@ 电 路 图 

异 或 A@B， 也 可 以 用 图 2-17 这 样 的 电路 图 来 表示 。 在 该 图 中 ， 有 电池 和 灯泡 各 一 个 ， 
还 有 A 和 B 两 个 开关 。 这 两 个 开关 可 以 分 别 连通 两 处 接线 柱 ， 并 约定 连通 上 端 表 示 true， 连 
重 下 端 表示 false。 


同 


| 图 2-17 | 表示 A @ B 的 电路 图 


true true 
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这 样 一 来 ， 就 能 根据 A 和 B 的 true 和 false 组 合 , 来 控制 灯泡 的 亮 灭 了 。 假 设 灯 泡 点 亮 
为 tue， 烛 灭 为 false， 那 么 这 个 电路 正好 能 表示 A @ B 的 情况 。 仅 当 两 个 开关 状态 不 同时 ， 
灯泡 才 点 之 。 


| 相等 一 人 和 了 相等 


假设 有 A、B 两 个 命题 ,那么 “A 和 了 B 相等 ”能 成 为 一 个 命题 。 在 本 书 中 ,表示 “A 和 
B 相等 ”的 逻辑 表达 式 将 如 下 书写 。 


= 是 表示 “相等 ”的 运算 符 。" 


@ 真 值 表 
我 们 依然 通过 画 真 值 表 来 定义 运算 符 = (图 2-18 )。 


| 图 2218 ， 运算 符 = 的 定义 


A B A=B 

true true true 当 A 和 B 都 为 tue 时 ，A=B 为 true 
| i | | | 
| 有 二 | | | 
alse | false | true | 当 A 和 B 都 为 lse 时 ，A-B 为 mme 


@ 文 氏 图 

我 们 来 画 一 下 A =B 的 文 氏 图 (图 2-19 )。 

首先 画 出 表示 A 和 B 两 个 命题 的 椭圆 ， 在 两 个 椭圆 的 外 部 画 上 阴影 ，A 和 B 相互 重 闭 
的 部 分 也 画 上 阴影 。 这 时 ， 阴 影 表 示 的 部 分 就 是 A = B。 两 个 椭圆 的 外 部 表示 A 和 B 都 为 
false，A 和 B 相互 重合 的 部 分 表示 A 和 B 都 为 true。 


QD A=B， 有 时 也 写作 A=B。 
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| 图 2-19 表示 A = B 的 文 氏 图 


令 思 考题 一 一 异 或 的 否定 


请 更 明晰 地 表述 逻辑 表达 式 -( A @ B ) ( 异 或 的 否定 )。 


比较 A @B 的 文 氏 图 (图 2-16 ) 和 A=B 的 文 氏 图 (图 2-19 )， 可 以 发 现 它们 的 阴影 这 
分 正好 相反 。 也 就 是 说 ，A @B 的 否定 逻辑 表达 式 和 A =B 是 相等 的 。 由 此 可 知 ~(A@B) 
和 A=B 相等 。 

顺便 提 一 下 ,“-(A@B) 和 A=B 相等 ”也 是 一 个 命题 ， 可 以 表示 如 下 。 


CA @B) = (A=B) 


这 个 命题 无 论 A 和 B 的 真 假 ， 恒 为 tue。 我 们 将 这 种 恒 为 true 的 命题 称 为 恒 真 命题 。 


蕴涵 一 一 若 A 则 B 


本 节 要 介绍 的 是 殖 涵 的 运算 。 对 于 这 个 列 涵 的 运算 ， 如 果 不 熟悉 它 的 话 是 非常 难以 理解 
的 ， 请 读 到 这 里 的 朋友 们 注意 一 下 。 

与 “或 ”和 “与 ”不 同 ,“ 蕴 涵 ” 基 本 上 不 用 做 运算 。 但 是 ， 由 A 和 B 两 个 命题 构成 
的 “ 若 A 则 B”， 是 可 以 判定 真 假 的 命题 。 例 如 ， 假 设 A 命题 为 “乘客 的 年 龄 为 10 岁 以 上 ”， 
B 命题 为 “乘客 的 年 龄 为 6 岁 以 上 ”, 那么 “ 若 A 则 B” 的 命题 便 为 真 。 其 原因 在 于 ， 如 果 
乘客 的 年 龄 为 10 岁 以 上 ， 那 么 该 乘客 的 年 龄 当然 在 6 岁 以 上 。 

命题 “ 若 A 则 B” 称 为 蕴涵 ,逻辑 表达 式 如 下 。 


第 2 章 逻辑 一 一 真 与 假 的 二 元 世界 | 41 


A 一 B 


A 一 B 是 由 A 和 B 两 个 命题 构成 的 命题 。 那 么 ， 它 的 定义 是 什么 呢 ? 按照 惯例 ， 我 们 还 是 
使 用 真 值 表 来 定义 。 


@ 真 值 表 
A 三 B 看 上 去 简单 ， 却 容易 出 错 。 请 仔细 阅读 图 2-20 所 示 的 真 值 表 。 


‖ 图 2-20 ”运算 符 的 定义 


A B A 一 B 
true true true 
true false false A 为 tue 时 ， 仅 当 B 为 false 时 A 一 B 才 为 false 
false true true 
站 A 为 false 时 ，A 一 B 恒 为 true 
false false true 


这 个 真 值 表 和 你 想象 中 的 “ 若 A 则 B” 一 样 吗 ? 

仔细 看 真 值 表 ， 首 先 会 发 现 “ 只 有 A 为 true 并 且 B 为 false 的 时 候 ，A 一 B 为 false"。 
这 在 直觉 上 也 是 可 以 理解 的 吧 。 即 使 前 提 A 为 true, 和 若 B 为 false, 则 “和 若 A 则 了 B?" 便 不 成 立 。 
因此 , 若 A 为 true 并 且 B 为 false, 则 A 一 B 为 false。 

注意 真 值 表 的 最 后 两 行 ， 即 “A 为 false 时 ”的 情况 ， 必 须 非常 仔细 地 解读 。A 为 false 时 ， 
不 论 B 的 真 假 ，A 一 B 恒 为 tue。 即 ， 只 要 前 提 条 件 A 为 false， 则 不 论 了 的 真 假 ,“ 若 A 则 了 B” 
的 值 恒 为 true。 

这 就 是 逻辑 上 的 “如 果 ” 的 定义 。 

我 们 平时 说 “车 A 则 B” 时 ， 有 以 下 两 种 情况 。 


(1) 若 A 为 tue， 则 B 也 为 tue。 若 A 为 false， 则 B 也 为 false。 
(2) 若 A 为 tue， 则 B 也 为 ttue。 但 是 ， 若 A 为 false， 则 B 为 true/false 都 可 以 (对 B 
没有 任何 影响 )。 
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在 逻辑 上 这 两 者 是 有 区 别 的 。 (]) 是 A= B ， (2) 是 A 一 B。 


@ 文 氏 图 

我 们 参考 真 值 表 ( 图 2-20 ) 来 画 一 下 A 一 B 的 文 氏 图 。 

除了 A 为 true 并 且 B 为 false 的 地 方 ， 其 余 必须 全 部 画 上 阴影 。A 为 true 并 且 B 为 false 
的 区 域 ， 即 “在 A 内 部 而 不 在 B 内 部 的 地 方 ”不 能 画 上 阴影 。 一 言 以 蔽 之 ， 就 是 如 图 2-21 
所 示 , 在 A 的 外 部 和 B 的 内 部 画 上 阴影 。 


| 图 2-21 表示 入 之 3 的 文 氏 图 


A 一 B 


@ 陷 阱 逻辑 

文 氏 图 2-21 确实 和 “蕴涵 "的 真 值 表 一 致 。 但 是 ， 能 够 理解 到 “ 嗯 ! 这 确实 就 是 “蕴涵 
的 文 氏 图 ”的 人 却 不 多 吧 。 

请 试 着 这 样 思考 。 

文 氏 图 2-21 是 自 上 空 往 地 面 方向 的 俯视 图 。 阴 影 部 分 是 用 混凝土 浇灌 而 成 的 。 白 色 部 
分 是 张 开 大 口 的 “陷阱 ”。 为 了 不 落 入 陷阱 ， 必 须 站 在 混凝土 上 面 。 

在 这 种 状况 下 ， 可 以 说 “如 果 你 站 在 A 里 面 ， 那 么 你 就 站 在 了 B 里 面 "。 因 为 各 非 如 此 ， 就 会 
落 入 陷阱 。 就 是 说 ,图 2-21 是 为 了 将 人 置 于 “大 在 A 中 ， 则 必须 在 B 中 ”的 状况 而 挖掘 的 陷阱 。 


令 思 考题 一 一 画 出 文 氏 图 
用 文 氏 图 来 表示 逻辑 表达 式 (-A) VB。 
令 思 考题 答案 


如 图 2-22 所 示 。 
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| 图 2-22 ”表示 (-A) vB 的 文 氏 图 


(-A) VB 


从 这 个 文 氏 图 (图 2-22 ) 可 以 得 知 ， 它 和 之 前 的 逻辑 表达 式 A 志 B 的 文 氏 图 相同 。 
即 ，A 一 B 等 于 (-A)VB。 


从 “和 若 A 则 B” 等 于 “不 是 A， 或 者 是 B” 来 反 向 思考 陷阱 逻辑 就 能 理解 了 吧 。 


“ 若 不 路 入 A， 则 绝 不 会 落 入 陷阱 。 因 为 只 有 A 有 陷阱 
“或 者 只 要 待 在 B 中 ， 则 绝对 不 会 落 入 陷阱 。 因 为 了 B 中 没有 陷阱 


综 上 所 述 ， 只 要 确保 “不 踏 入 A， 或 者 竺 在 B 中 ”就 绝对 不 会 落 入 陷阱 。 这 正 是 所 谓 
的 “如 果 你 站 在 A 中 ,那么 你 一 定 是 站 在 B 中 ”。 


令 思 考题 一 一 逆 命 题 
用 文 氏 图 来 表示 逻辑 表达 式 B 于 A。 


令 思 考题 答案 


由 于 B 一 A 等 于 (-B)v A， 因 此 文 民 图 如 图 2-23 所 示 。 
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| 图 2-23 | 表示 B 一 A 的 文 氏 图 


表示 逻辑 表达 式 B > A 的 文 氏 图 ( 图 2-23 )， 和 表示 逻辑 表达 式 A 之 B 的 文 氏 图 不 同 。 
这 说 明 昌 然 A 寺 B 为 真 ， 但 并 不 能 说 B 寺 A 为 真 。 逻 辑 学 中 , 将 B 志 A 称 作 A 寺 B 的 


逆 命 题 。 这 就 是 所 谓 的 “ 逆 命 题 不 一 定 为 真 ”。 


令 思 考题 一 一 逆 否 命题 

用 文 氏 图 来 表示 逻辑 表达 式 (-B) 一 (-A)。 
令 思 考题 答案 

A 一 B 就 是 (-A)YB， 即 将 “左边 的 表达 式 的 否定 ”和 “右边 的 表达 式 ” 用 逻辑 或 Y 连 
接 起 来 。 所 以 (-B) 一 (=A) 就 是 -CCB) Y (-A)。 由 此 ，(CB) 一 (=A) 的 文 氏 图 如 图 2-24 所 示 。 


1 图 2-24 表示 (-B) 二 (-A) 的 文 氏 图 


A B 


、 


(BB) S (-A) 


由 此 可 见 ， 表 示 录 辑 表达 式 (-B) 之 CA) 的 文 开 图 ( 图 2-24 ) 和 表示 你 辑 表达 式 
A 己 B 的 文 氏 图 是 相等 的 。 即 ，A 一 了 B 等 于 (~B) 寺 (-A)。 
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我 们 将 


(mB) SS CA) 


称 为 A 志 B 的 逆 否 命题 。 如 果 原 命题 的 逻辑 表达 式 为 真 ， 那 么 它 的 道 否 命题 也 为 真 。 反 
之 ， 如 果 原 命题 的 逻辑 表达 式 为 假 ， 那 么 它 的 逆 否 命题 也 为 假 。 


1 圳 括 所 有 了 吗 
到 目前 为 止 ， 我 们 学 习 了 下 述 复合 型 加 


六 
员 
中 


这 些 都 是 常用 的 逻辑 表达 式 ， 但 并 未 赛 括 所 有 运算 。 
A 和 B 可 以 举 出 的 true/false 组 合共 有 2x2=4 种 ， 具 体 如 下 所 示 。 


A=true, B=true 
A=true, B= false 
A=false, B=true 
A=false, B=false 


与 这 4 种 组 合 相 对 ， 其 运算 结果 有 true/false 这 2 种 可 能 。 也 就 是 说 组 合 这 2 个 命题 的 运 
算 种 类 有 24 = 16 种 。 
我 们 花 些 工 夫 来 写 一 下 表示 所 有 组 合 的 真 值 表 吧 〈 图 2-25 )。 
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| 图 2-25 ”由 A 和 B 构成 的 所 有 逻辑 运算 的 真 值 表 


A B 恒 为 AAABIAscaj| A |cAxas| B -A=B) [AVB| -avs IA=B| -B |Avea|i -A | CNvB | AnB) 恒 为 


true | true | false | true | false | true | false | true | false | true | false | true | false | true | false | true | false | true 


令 思 考题 一 一 发 现 规律 
图 2-25 的 真 值 表 乍 一 看 没什么 章法 ， 但 实际 上 是 有 规律 的 。 那 么 ， 是 什么 样 的 规律 呢 ? 


令 思 考题 答案 
将 真 值 表 的 false 改写 为 0，true 改写 为 1， 左 起 的 每 一 列 即 为 数 0,1,2,…,15 的 2 进 
制 表 示 形 式 。 


例如 ， 最 左 列 (第 0 项 ) 的 “ 恒 为 false”"， 从 下 往 上 看 是 false、false、false、false， 相 
当 于 2 进 制 的 0000。 第 7 项 的 “A v B”， 从 下 往 上 看 是 false、true、true、true， 相 当 于 2 
进 制 的 0111。 

如 此 ， 使 用 2 进 制 数 就 能 完美 地 做 出 没有 “遗漏 ”和 “重复 ”的 表 。 


本 市 我 们 将 学 习 德 摩根 定律 ， 以 便 理解 和 人 和 v 之 间 关 系 的 定律 。 通 过 运用 该 定律 ， 能 
够 将 使 用 入 的 表达 式 和 使 用 v 的 表达 式 进行 相互 转换 。 


德 摩根 定律 是 什么 


(~A)V (-B) 可 以 改写 为 -(A 人 B)。(~A) 信 (-B) 可 以 改写 为 -(A Vv B)。 这 称 为 德 摩根 定 
律 。 该 定律 可 以 用 以 下 逻辑 表达 式 来 表示 。 
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CA)Y (+B)=-(AA 人 B) 
(mA) A (mB)= -7(AYVB) 


如 果 非 得 用 文字 来 说 明 德 摩根 定律 的 话 ， 就 是 
“ 非 A” 或 者 “ 非 B”， 和 非 “A 与 B” 是 等 价 的 ; 
“ 非 A” 并 且 “ 非 B”"， 和 非 “A 或 B” 是 等 价 的 。 


以 上 文字 表达 虽然 看 起 来 星 当 难民， 不 过 我 们 通过 画 真 值 表 和 文 氏 图 可 以 确认 它 的 正 
确 性 。 
先 来 看 一 下 真 值 表 (图 2-26 )。 


‖ 图 2-26 ”借助 真 值 表 确认 德 摩根 定律 


A B (-A)V (-B) -(A 信 B) (~-A) 人 (-B) -(AVvB) 
true true false false false false 
陵 | | 
| oie | i | | i | i | 
hh ii | i | tis mi | i hie 
> 0 
等 于 等 于 


同样 ， 我 们 也 可 以 通过 文 氏 图 来 确认 。 请 参考 图 2-11 和 图 2-14。 


对 偶 性 


如 果 了 解 了 逻辑 表达 式 的 对 偶 性 ， 就 能 简单 地 记 住 德 摩根 定律 了 。 
ene true 和 false、A 和 -A、A 入 和 YVY 进行 互 换 ， 就 能 够 得 到 该 逻辑 
表达 式 的 否定 式 。 
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true “和 false 
A 《一 一 一 一 A 


和 人 < 一 一 V 


它们 相互 成 对 ， 这 称 作 逻辑 表达 式 的 对 偶 性 。 我 们 来 看 一 下 逻辑 表达 式 A 人 B。 分 别 将 其 中 
的 “A 和 -A”“ 人 和 vV”“B 和-B” 进 行 互 换 ， 就 可 以 得 到 旭 辑 表达 式 (-A) Y (-B) (为 了 
便于 理解 ， 这 里 加 上 了 括号 )。 新 的 惕 辑 表 达 式 (~A) v (-B) 和 原来 的 逻辑 表达 式 AAB 的 否 
定式 ( 即 "(AAB) ) 是 等 价 的 。 这 就 是 对 偶 性 的 特点 。 


CA)Y (HB)= -A 人 B) 


以 上 就 是 德 雄 根 定律 的 定义 。 
运用 对 偶 性 来 灵活 地 转换 逻辑 表达 式 ， 有 助 于 培养 对 惕 辑 的 熟悉 程度 。 


和 
卡 诺 图 
我 们 已 经 学 习 了 逻辑 表达 式 、 真 值 表 以 及 文 氏 图 。 本 节 我 们 来 学 习 卡 诺 图 ， 它 是 简化 复 


杂 逻 辑 表 达 式 的 有 效 工 具 。 


| 二 灯 游 戏 
假设 你 面前 有 一 个 游戏 机 ， 屏 幕 上 显示 着 一 绿 一 黄 两 个 灯泡 ， 它们 不 断 地 忽 闪 忽 灭 


(图 2-27 )。 
在 二 灯 游 戏 中 ， 必 须 遵 守 以 下 规则 迅速 按 下 游戏 机 按钮 。 下 述 规则 较为 复杂 ， 你 能 将 它 


整理 得 简单 一 些 吗 ? 
【 二 灯 游 戏 的 规则 ] 
请 在 下 述 情况 时 按 下 按钮 。 


@ 绿灯 灭 ， 黄 灯亮 
@) 绿灯 、 黄 灯 都 灭 
(GO 绿灯 、 黄 灯 都 亮 
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| 图 于 27 二 灯 游 戏 


绿灯 黄 灯 


| 首先 借助 逻辑 表达 式 进行 思考 


整理 规则 时 ， 不 仅 要 开动 脑筋 ， 更 重要 的 法 则 是 必须 写 出 逻辑 表达 式 帮助 思考 。 我 们 先 
将 给 出 的 规则 转化 成 逻辑 表达 式 。 首 先 ， 将 两 个 基本 命题 分 别 记 作 A 和 B。 


"命题 人 绿灯 亮 
“命题 B 黄 灯 亮 


使 用 A 和 B 将 二 灯 游 戏 的 规则 改写 一 下 ， 需 要 按 下 按钮 的 情况 就 是 下 述 @、 四 、OO 的 
逻辑 或 。 
@ (A)AB 


® (-A) A (-B) 
(OAANB 


也 就 是 说 ， 当 下 述 逻 辑 表达 式 为 true 时 要 按 下 按钮 。 
(CA)AB)Y(CCA)A(B))YV(AABI) 
@ 中 © 
咖 ， 不 过 ， 这 完全 没有 简化 。 要 一 边 观察 灯 的 亮 灭 ， 一 边 判断 这 种 逻辑 表达 式 的 真 假 ， 
实在 难以 做 到 。 
这 下 就 轮 到 卡 诺 图 出 场 了 。 
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学 习 使 用 卡 诺 图 
卡 诺 图 ( Karnaugh map ) 是 将 所 有 命题 的 真 假 组 合 以 二 维 表 的 形式 表示 的 图 。 
我 们 使 用 卡 诺 图 来 表示 二 灯 游 戏 。 
首先 将 下 述 命 题 A 和 B 可 能 形成 的 所 有 真 假 组 合 做 成 相应 的 图 。 然 后 ， 根 据 规则 在 应 
该 按 下 按钮 的 格 中 打上 和 钧 ( 图 2-28 )。 


. 命题 A 绿灯 亮 
B 


黄 灯 亮 


[图 2-28 ”二 灯 游 戏 的 卡 诺 图 ( 打上 钧 ) 


B 
false | true 
®D @ 
falkse | WwW iv 
个 G 
true VvV 


之 后 ， 用 框 将 相 邻 的 打 钧 格 围 起 形成 组 合 框 。 组 合 框 为 
。] X11 的 网 格 

。] x2 的 网 格 

。] X44 或 2x2 的 网 格 

“4X4 的 网 格 


中 相 邻 打 钧 格 所 形成 的 最 大 网 格 。 组 合 框 相互 重 三 也 没关系 (图 2-29 )。 
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[图 2-29 ” 相 邻 打 钧 格 形成 的 组 合 框 


1 x 1 的 网 格 | 


1x2 的 网 格 | 
2x2 的 网 格 | 
1x4 的 风格 


i 


4 x 4 的 网 格 


在 图 2-30 中 ， 用 虚线 的 矩形 来 框 选 打 钩 格 。 


[图 2-30” 二 灯 游 戏 的 卡 诺 图 ( 画 出 组 合 框 ， 思考 逻辑 表达 式 ) 


B 所 有 打 钧 格 所 在 的 区 域 用 (-A) v B 来 表示 
这 个 组 合 框 为 -A 
false | true 
false vivi 
A 一 一 一 
true 1 VvV | 
se 贡 


这 个 组 合 框 为 B 
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将 所 有 的 打 钓 格 围 起 来 后 ， 我 们 就 来 思考 一 下 表示 各 个 组 合 框 的 逻辑 表达 式 ( 图 2-30 )。 


。 横向 的 组 合 框 ， 就 是 A 为 false 的 区 域 ， 因 此 用 -A 来 表示 
。 纵 向 的 组 合 框 ， 就 是 B 为 true 的 区 域 ， 因 此 用 B 来 表示 


由 此 可 以 推出 ， 所 有 打 钧 格 所 在 区 域 即 为 A 和 B 的 逻辑 或 ， 表 示 如 下 。 


(-A) vB 


这 也 说 明 ， 在 玩 二 灯 游戏 时 观察 灯泡 亮 灭 ， 当 “绿灯 灭 (-A)” 或 者 “ 黄 灯 亮 LB) 的 
时 候 就 可 以 按 下 按钮 。 
通过 画 卡 诺 图 ， 我 们 得 知 (~A) 入 B)V (CA)ACB)Y(AAB) 和 (CA)YB 是 相等 的 。 
我 们 利用 卡 诺 图 简化 了 逻辑 表达 式 ， 非 常 方便 吧 ? 


三 灯 游 戏 

这 回 我 们 看 看 3 个 灯会 是 什么 情况 。 
【 三 灯 游 戏 的 规则 ] 

请 在 下 述 情况 时 按 下 按钮 。 


图 绿灯 、 黄 灯 、 红 灯 都 灭 
@ 黄 灯 灭 ， 红 灯亮 
© 绿灯 灭 ， 黄 灯亮 
@ 绿灯 、 黄 灯 、 红 灯 都 亮 


现在 灯泡 有 绿色 、 黄 色 、 红 色 3 种 (图 2-31 )。 
这 回 光 靠 脑袋 想 可 不 行 了 。 还 是 使 用 卡 诺 图 看 看 吧 ( 图 2-32 )。 假 设 有 以 下 命题 ， 


“命题 A 绿灯 亮 
“命题 B 黄 灯 亮 
“命题 C” 红 灯亮 


ed aun ed 在 “应 该 按 下 按钮 ”之 处 打上 钩 。 这 次 有 3 个 命题 ， 
因此 表 的 网 格 数 变 为 2= 8 
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图 2.31 三 灯 游戏 


绿灯 黄 灯 红 灯 


于 加 


按钮 
[图 2-32 | 三 灯 游 戏 的 卡 诺 图 ( 打上 钩 ) 
B 
false true 
@ © © © 
fase| V /Vv Viv 
A 面 | 可 
true 
false true false 
C 


注意 一 下 B 和 C 的 false/true 分 界 是 错位 的 。 正 是 这 个 “错位 ”， 使 得 用 8 个 网 格 就 能 
示 所 有 情况 。 

打上 钓 后 ， 就 像 前 面 那 样 尽 可 能 用 大 的 框 进行 分 组 ( 图 2-33 )。 

将 所 有 打 钓 处 都 框 起 来 后 ， 我 们 来 看 看 表示 各 个 组 合 框 的 逻辑 表达 式 吧 。 


。 横向 的 组 合 框 ， 就 是 A 为 false 的 区 域 ， 因 此 用 -A 来 表示 
。 正 中 间 的 组 合 框 ， 就 是 C 为 true 的 区 域 ， 因 此 用 C 来 表示 


根据 以 上 结果 ， 我 们 将 打 钓 区 域 用 -A 和 C 的 逻辑 或 来 表示 。 
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(-A) VC 


三 灯 游 戏 的 规则 看 起 来 相当 复杂 ， 然 而 通过 使 用 卡 诺 图 ， 居 然 能 够 大 幅 简化 它 的 表现 形 
式 。 不 可 思议 吧 ! 


| 图 2-33 ”三 灯 游 戏 的 卡 诺 图 ( 画 出 组 合 框 ， 思 考 逻 辑 表达 式 ) 


这 个 组 合 框 为 -A 


人 


fase lV ViIVIV 


true : W Vv 人 人 


这 个 组 合 框 为 C 


false true false 


最 后 得 到 的 逻辑 表达 式 为 ("A) YC， 表 明 在 三 灯 游 戏 中 ， 当 “绿灯 灭 (A)” 或 者 “ 红 
灯亮 (C)” 的 时 候 可 以 按 下 按钮 。 

在 这 个 逻辑 表达 式 中 没有 出 现 B。 由 此 我 们 可 知 ， 在 判断 是 否 按 下 按钮 时 ， 不 需要 看 黄 灯 。 

卡 诺 图 通常 用 于 简化 逻辑 表达 式 、 设 计 逻 和 辑 电路 等 。 


包含 未 定义 的 逻辑 


至 此 ， 我 们 学 习 了 逻辑 的 基本 知识 。 逻 辑 上 只 使 用 真 (true ) 和 假 ( false ) 两 个 值 进行 
运算 。 命 题 非 真 即 假 ， 非 假 即 真 。 

三 句 话 不 离 本 行 ， 这 就 谈 谈 我 们 所 关心 的 程序 。 程 序 经 党 会 由 发 生 错 误导 致 退出 、 毅 
溃 、 陷 入 无 限 循环 、 抛 出 异常 等 情况 ， 得 不 到 true 和 false 中 的 任何 一 个 值 。 

为 了 同样 能 表示 这 种 “得 不 到 值 ”的 情况 ， 在 原 有 的 true 和 false 基础 之 上 ， 又 新 引入 
了 一 个 叫 undefined 的 值 。undefined 意 为 “未 定义 ”。 


true 真 
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false 假 
undefined 未 定义 


下 面 我 们 一 起 来 思考 使 用 true 、false 、undefined 的 三 值 逻 辑 。 
在 实际 编程 中 经 常会 出 现 未 定义 的 逻辑 。 我 们 这 就 来 看 看 下 面 这 几 种 未 定义 逻辑 的 情况 。 


带 条 件 的 逻辑 与 

* 带 条 件 的 逻辑 或 
定 

摩 


带 条 件 的 逻辑 与 ( && ) 


我 们 一 起 来 思考 一 下 三 值 逻 辑 中 的 逻辑 与 ( 带 条 件 的 逻辑 与 ，conditional and，short- 


邮 circuit logical and )。 使 用 运算 符 &&, 将 A 和 B 的 带 条 件 的 逻辑 与 表示 如 下 。 


A&&B 


我 们 仍然 使 用 真 值 表 来 定义 运算 符 &&&。 不 过 ,与 先前 有 所 不 同 ， 这 回 使 用 true/false/ 
undefined 三 种 值 (图 2-34 )。 
通过 真 值 表 ， 我 们 能 得 出 下 述 结论 。 


“不 包含 undefined 的 行 ， 和 逻辑 与 A 入 B 相等 
“A 为 true 时， A &&B 和 B 相等 

A 为 false 时 ，A && 以 B 恒 为 false 

。 人 为 undefined 时 ，AK&&B 恒 为 undefined 


从 左 往 右 阅读 图 2-34 中 的 每 一 行 ， 将 undefined 解读 为 “这 里 计算 机 不 进行 任何 处 理 ”， 
就 能 马上 理解 上 面 的 结论 了 。 


“A 为 true 时 ， 看 B。B 的 结果 就 是 A 芭 区 B 的 结果 
“A 为 false 时 ,不 用 看 B， 结 果 为 false 
。A 为 undefined 时 ， 计 算 机 不 进行 任何 处 理 ， 因 此 不 用 看 B，A&R&B 的 结果 也 为 


Undefined 
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| 图 2-34 ， 运 算 符 && 的 定义 


A B A &&B 
true true true 
eA&&B 和 相等 
Tt | oe ina | i 
~ false true false 
医 fase | ae | ae | ) A 为 lse 时 ，A&&B 恒 为 fulse 
| jal | mii | i 
| 
| andefined | false | ungefined | A 为 undefined 时 ，A&&B 恒 为 undefined 
| 


这 个 && 和 C、Java 中 的 运算 符 && 意思 相同 。 
我 们 继续 看 下 面 的 程序 。 


if (A && B) { 


} 


A 为 false 时 ，A && B 必 为 false。A 为 true 时 ，A && B 的 值 等 于 B。 这 就 是 说 , 在 判 
汤 A && B 的 真 伪 时 ， 应 根据 条 件 A 判断 是 否 需要 看 了 B ( 因此 称 为 带 条 件 的 逻辑 与 )。 这 其 
实 和 下 面 的 条 件 语句 是 相同 的 。 


if (A) { 
if(B) { 


} 
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而 A && B 并 不 等 于 B && A， 因 此 所 谓 的 交换 法 则 不 成 立 。 
运算 符 && 可 以 用 于 下 面 的 逻辑 。 


if (check() && execute()) { 


} 


这 时 ， 若 函数 check0 的 值 为 false， 就 不 执行 execute() 了 。 这 里 的 check0 起 到 了 检查 可 
否 执行 execute0 的 作用 。 


带 条 件 的 逻辑 或 (|) 


同样 ， 我 们 来 看 一 下 三 值 逻 辑 中 的 逻辑 或 ( 带 条 件 的 逻辑 或 ) (图 2-35 )。 使 用 运算 符 |， 
将 A 和 B 的 带 条 件 的 逻辑 或 表示 如 下 。 


AllB 
[图 2-35 ”运算 符 || 的 定义 
A B AllB 
true true true 
2 true false true A 为 tue 时 ，A |B 恒 为 true 
不 包含 undefined 时 ， | tue | uaaetned | ae 
AlB 和 AvB 相 等 
< false true true 
false false false A 为 false 时 ，AlB 和 B 相 等 
false undefined undefined 
undefined true undefined 
undefined false undefined A 为 undefined 时 ，A|B 恒 为 undefined 


undefined 


undefined undefined 
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A 为 tue 时 ，AlB 必 为 tue;A 为 falkse 时 ，AlB 的 值 等 于 B。 即 


if (A || B) { 


} 
和 下 面 的 程序 是 一 样 的 。 


if (A) { 

} else { 
if (B) { 
} 

} 


三 值 逻辑 中 的 否定 ( ! ) 


三 值 逻 辑 中 的 否定 用 ! 来 表示 ， 即 A 的 否定 式 可 如 下 书写 。 


IA 
就 这 么 简单 (图 2-36 ) ! 
| 图 2-36 ”运算 符 ! 的 定义 
A IA 
入 . true false 
不 包含 undefined 时 ， 
IA 和 -A 相等 1 
false true 
undefined undefined 


若 A 为 undefined， 则 !A 也 为 undefined 
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三 值 逻 辑 的 德 摩根 定律 


至 此 ， 三 值 逻 辑 的 逻辑 与 、 逻 辑 或 以 及 否定 都 讲 完了 ， 下 面 就 能 探究 三 值 逻 辑 的 德 摩根 
定律 了 。 我 们 借助 真 值 表 来 判断 下 述 两 个 等 式 能 否 成 立 ( 图 2-37 )。 


(IA) || (4B) = !(A && B) 
(IA) && (!B) = !(A || B) 


| 图 2-37 三 值 逻 辑 的 德 摩根 定律 


相等 
相等 
a 

A B IA IB OAR&E&UB) AUB)| A&&B | lA&&B)| AlB !(AIB) 

true true false false false false true false true false 
| me | ae | ase | me | me | ae | me | tme | me | me 
| ae | aaaetned| fase | unaetned | false | undefined | undetned | undefined| tme | folse 
[ase | me | ae | an | me | ae | me | me | me | me 
| gase | fase | me | me | ae | ae | as | me | as | um 
| ase | andetned | uae | andetned | uadefined| true | fase | tmae | andefned | undefined 
| aaetned | me | andefined | false | ungefined | undefined | undefined | undefined | undefined | undefined 
| inaefined | ase | undefined | me | ungefined | undefined | undefined | undefined | undefined | undefined 
| naefined | undefined | undefined | undefined | ungefined | undefined | undefined | undefined | undefined | undefined 


我 们 根据 真 值 表 得 知 德 摩根 定律 在 三 值 逻 辑 中 确实 也 成 立 。 
运用 德 摩根 定律 ， 可 将 让 语句 如 下 变形 。 


if (!(x >= 0 && y >= 60)) { 


. 
if (x<0 ||y<0e)t{ 
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囊括 所 有 了 吗 
如 果 要 列举 ns true/false/undefined 的 逻辑 运算 符 ， 数 量 将 达到 3? 个 ， 因 此 这 里 不 
再 缆 述 。 本 节 介 绍 的 是 编程 中 常用 的 运算 符 && 、|| 以 及 !。 
本 章 小 结 


本 章 我 们 通过 使 用 逻辑 表达 式 、 真 值 表 、 文 氏 图 、 卡 诺 图 等 工具 ， 练 习 了 如 何 解 析 复杂 
逻辑 (图 2-38、 图 2-39 )。 


| 图 2-38 ”逻辑 的 各 种 表现 形式 


逻辑 表达 式 


A B IA 和 AB 
A B 
true | true | true 


true | false | false A 且 B C 和 ) 
false | true | false 


false | false | false 


真 值 表 文 骆 


B 


false |true 
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| 图 2-39， 运 用 逻辑 实现 简化 
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通 往 逻 辑 世界 
复杂 的 规则 逻辑 表达 式 
通过 风 辑 表达 式 的 变 
形 和 卡 诺 图 实现 简化 
通 往 现实 世界 
简单 的 规则 简化 的 逻辑 表达 式 


我 们 还 学 习 了 涉及 未 定义 值 的 三 值 逻辑 。 


在 逻辑 中 ,“ 兼 顾 完 整 性 和 排他 性 ”是 非常 重要 的 。 一 般 的 逻辑 是 “一 分 为 二 ”， 


逻辑 是 “一 分 为 三 ”"。 下 一 章 ， 我 们 将 深入 学 习 “ 分 割 ” 的 知识 。 


@ 课 后 对 话 
老师 : 结果 ,这 语 句 将 世界 一 分 为 二 。 
学 生 : 一 分 为 二 ? 


老师 : 对 ! 分 为 条 件 成 立 的 世界 和 条 件 不 成 立 的 世界 。 


CHAPTER 3 


me 


余 数 


周期 性 和 分 组 
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@ 课 前 对 话 

师 : 奇数 是 什么 呢 ? 

: 是 1,3,5,7,9, 11,…。 

: 对 ! 奇数 就 是 被 2 除 余 1 的 整数 。 那 么 偶数 呢 ? 
能 被 2 整除 的 整数 。 

: 正 是 ! 偶数 就 是 被 2 除 余 0 的 整数 。 

: 这 其 中 有 何 奥妙 呢 ? 

: 除法 就 像 分 组 。 

: 分 组 ? 


: 根据 余数 来 确定 它 属 于 哪个 组 。 


是 


村 往 


柯 


本 章 学 习 内 容 


本 章 将 学 习 余数 的 相关 知识 。 

gn 我 们 从 小 学 起 就 反复 练习 +、-、x、= (加 、 减 、 
乘 、 除 ) 的 计算 。 不 过 ， 有 关 余 数 的 计算 只 在 学 习 除 法 运算 时 略 见 其 影 。 然 而 ， 无 论 在 数 
we 

本 章 将 通过 几 个 思考 题 来 学 习 “ 余 数 就 是 分 组 ”。 有 时 ， 运 用 余数 恰当 地 分 组 可 以 轻松 
解决 难题 。 我 们 也 会 学 习 和 余数 有 关 的 奇偶 性 〈parity )。 奇 偶 性 可 用 于 检查 通信 错误， 是 
个 很 重要 的 概念 。 


星期 数 的 思考 题 (1) 


思考 题 ( 100 天 以 后 是 星期 几 ) 


今天 是 星期 日 ,那么 100 天 以 后 是 星期 几 ? 


第 3 章 余数 一 一 周期 性 和 分 组 | 65 


思考 题 答案 


一 周 有 7 天。 每 过 7 天 ， 便 循环 到 相同 的 星期 数 。 如 果 今 天 是 星期 日 ,那么 7 天 后 、 
14 天 后 、21 天 后 …… 这 种 “7 的 倍数 ”天 后 ， 都 是 星期 日 。98 是 7 的 倍数 ， 因 此 98 天 后 也 
是 星期 日 。 由 此 推算 


98 天 后 …… 星期 日 
明天 局 ss 星期 一 
100 天 后 …… 星期 二 


那么 ，100 天 后 便 是 星期 二 。 
答案 星期 二 。 


E 耻 、 


运用 余数 思考 


上 面 的 思考 题 就 是 用 下 面 这 种 方法 来 进行 计算 的 。 
在 这 里 ， 数 0, 1 2,… ,6 分 别 代 表 星 期 日 , 星期 一 , 星期 二 ,…, 星期 六 。 


0 1 2 3 4 5 6 


9 jj(=jizjlejlajA| 


假设 今天 是 星期 日 ，100 天 后 的 星期 数 就 是 “100 除 以 7 的 余数 ”。 
100:7=14 余 2 


因此 ，100 天 后 是 星期 二 。 


| 余数 的 力量 一 “将 较 大 的 数字 除 一 次 就 能 分 组 


在 求 100 天 后 星期 数 的 思考 题 中 ， 即 使 不 使 用 上 面 所 说 的 余数 ， 而 像 “ 今 天 是 星期 日 、 
1 天 后 是 星期 一 、2 天 后 是 星期 二 、3 天 后 是 ……” 这 样 依次 数 到 第 100 天 也 能 解答 出 来 。 
因为 100 这 个 数字 并 不 怎么 大 。 

但 是 ， 如 果 问 题 改 为 “ 求 1 亿 天 后 的 星期 数 ” 的 话 ， 靠 数 数 就 解决 不 了 问题 了 。 即 使 
1 秒 能 数 1 下 ， 数 到 1 亿 至 少 也 要 花费 3 年 以 上 的 时 间 。 


66 | 程序 员 的 数学 


而 如 果 运 用 余数 的 话 ，1 亿 天 以 后 的 星期 数 很 快 就 能 算出 来 。 让 我 们 瞧 瞧 吧 ! 


100 000 000 二 7=14285714 余 2 


因为 余数 为 2， 所 以 1 亿 天 以 后 
n 天 后 的 星期 数 ， 可 以 通过 n 


是 星期 二 。 


除 以 7 的 余数 来 判断 。 因 为 星期 数 是 以 7 为 周期 循环 的 。 


在 面 对 难 以 直接 计算 的 庞大 数字 时 ， 只 要 发 现 它 是 如 何 循环 的 ( 即 找 到 它 的 规律 )， 就 
能 通过 余数 的 力量 将 其 降服 ( 图 3-1 )。 


Ee 


| 图 3-1 | 运用 余数 求 得 星期 数 


通 往 余数 的 世界 
1 亿 除 以 7 余数 为 2 
1 亿 天 后 是 星期 几 ? 2 天 后 是 星期 几 ? 
求 得 星期 数 
通 往 原来 的 世界 


星期 二 


| 二 B= 


星期 数 的 思考 题 (2) 


这 次 我 们 来 挑战 稍微 难 一 点 的 星期 数 思 考题 。 


思考 题 ( 101% 天 以 后 是 星期 几 ) 


今天 是 星期 日 。 那 么 101009 天 以 后 是 星期 几 ? 


QD 10100 就 是 10 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 
000 000 000 000 000 000 000 (有 100 个 0)。 
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| 提示 : 可 以 直接 计算 吗 


如 果 能 像 求 100 天 以 后 的 星期 数 那样 ， 用 101% 除 以 7 的 余数 来 计算 就 好 了 。 但 实际 上 
由 于 数字 太 大 了 ， 计 算 起 来 相当 费力 。 即 使 借助 计算 器 也 很 难 完成 。 

星期 数 思考 题 (D)， 使 用 了 星期 的 周期 性 来 解决 问题 。 那 么 ， 星 期 数 思 考题 (2) 有 没有 
周期 性 呢 ? 请 找 出 它 循环 的 规律 。 


| 思考 题 答案 


我 们 并 不 急于 求 出 10”， 而 是 像 1, 10, 100, 1000, 10 000,… 这 样 ， 依 次 增加 0 的 个 数 ， 
观察 其 规律 。 


0 的 个 数 
0 ”1 天 以 后 的 星期 数 1:7=0 余 1 一 一 
1 “10 天 以 后 的 星期 数 10=+7=1 余 3 一 三 
2 ”100 天 以 后 的 星期 数 100=7=14 余 2 一 二 
3 ”1000 天 以 后 的 星期 数 1000 7=142 余 6 一 六 
4 ”10 000 天 以 后 的 星期 数 10 000 7=1428 余 4 一 四 
5 ”100 000 天 以 后 的 星期 数 100 000 二 7=14285 余 5 一 五 
6 ”1000000 天 以 后 的 星期 数 1000000:7=142857 余 1 一 一 
7 ”10 000 000 天 以 后 的 星期 数 10 000 000 二 7=1428571 余 3 一 三 
8 ”100 000 000 天 以 后 的 星期 数 100 000 000 = 7= 14285 714 余 2 一 二 
9 ”1000000000 天 以 后 的 星期 数 1 000 000 000 :7 = 142 857 142 余 6 一 六 
10 ”10 000 000 000 天 以 后 的 星期 数 10 000 000 000 = 7=1428 571 428 余 4 一 四 


fe 
jek 


100 000 000 000 天 以 后 的 星期 数 100 000 000 000 二 7= 14285 714 285 余 5 一 五 
12 1000 000 000 000 天 以 后 的 星期 数 ”1 000 000 000 000 二 7= 142 857 142 857 余 1 一 一 


果然 有 规律 呢 ! 余数 以 1, 3, 2, 6, 4, 5,… 的 顺序 循环 ， 星 期 数 以 一 、 三 、 二 、 六 、 四 、 
五 …… 这 样 的 顺序 循环 。 这 个 周期 性 可 以 通过 笔算 较 快 地 得 出 。 


1 3 2 6 4 5 (天 数 除 以 7 的 余数 ) 
国有 目 国 | 因 回 国 


我 们 通过 观察 发 现 ， 每 增加 6 个 0， 星期 数 就 相同 ， 因 此 周期 为 6。 将 0 的 个 数 除 以 6， 


68 | 程序 员 的 数学 


得 到 的 余数 为 0, 1, 2, 3, 4, 5 中 的 某 一 个 ， 它 们 分 别 对 应 星期 一 、 星 期 三 、 星 期 二 、 星 期 


星期 四 、 星 期 五 ( 族 ? 没有 星期 日 呢 )。 


0 1 2。 3 4 5 (用 天 数 中 0 的 个 数 除 以 6， 得 到 的 余数 ) 
一 jj=j 交 四 下 


因此 ，1010 天 以 后 的 星期 数 ， 可 以 将 天 数 中 0 的 个 数 (1019 有 100 个 0) 除 以 6 


过 所 得 的 余数 来 判断 。 我 们 来 计算 一 下 。 
100==6=16 余 4 
余数 为 4， 因 此 101% 天 以 后 是 星期 四 。 
答案 : 星期 四 。 
发 现 规律 


在 星期 数 的 思考 题 (1) 中 ,我 们 借助 数字 的 规律 ， 解 答 出 了 星期 数 。 


\ 市 
， 昌 


入 


在 星期 数 的 思考 题 (2) 中 ， 我 们 找到 了 0 的 个 数 的 规律 ， 推 出 了 答案 。 使 用 这 种 方 
法 ， 就 连 非常 遥远 的 未 来 的 星期 数 也 可 以 很 快 算出 来 。 我 们 这 就 试 算 一 下 “10! 公 天 以 后 


的 星期 数 ”。 
100 000 000 二 6=16 666 666 余 4 


余数 为 4， 所 以 答案 是 星期 四 。 当 然 ， 怒 怕 到 那 时 宇宙 都 已 经 消失 了 吧 …… 


由 此 可 见 ， 在 处 理 难以 计算 的 超大 数字 时 ， 发 现 与 之 相关 的 规律 是 相当 重要 的 。 余 数 


可 谓 是 有 效 利 用 规律 的 工具 。 


| 直观 地 把 握 规律 


在 星期 数 的 思考 题 (1) 中 ， 利 用 星期 数 的 周期 为 7， 可 以 推出 100 天 后 的 星期 数 。 如 


于 
7 


将 “周期 为 7” 想 象 成 图 3-2 中 的 七 角形 时 钟 ， 便 能 很 好 地 理解 它 的 意思 。 该 七 角形 的 各 个 
顶点 分 别 写 上 0~ 6 的 数字 以 及 日 、 一 、 二 等 星期 数 。 时 钟 上 有 1 根 指针 ，1 天 走 1 个 刻度 ， 


7 天 则 前 进 7 个 刻度 ， 即 这 个 时 钟 1 个 星期 转 1 圈 。 


“100 除 以 7 的 余数 为 2” 表 示 这 个 时 钟 前 进 100 个 刻度 后 指针 指向 “2” 这 个 顶点 。 
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100 除 以 7 的 商 为 4， 表示 时 针 转 了 14 圈 。 


3-2 ”第 n 天 是 星期 几 


像 这 样 画 出 图 形 ， 就 能 直观 地 把 握 规 律 了 。 

在 星期 数 的 思考 题 (2) 中 ， 推 算出 了 1010 天 以 后 的 星期 数 。 那 是 借助 于 101% 的 指数 ， 
即 1 后面 的 “0 的 个 数 ” 得 出 的 。 通 过 观察 ,我 们 发 现 了 星期 数 的 周期 为 6， 并 利用 了 这 个 
规律 解决 问题 。 由 于 周期 为 6， 所 以 我 们 来 看 看 图 3-3 所 示 的 六 角形 时 钟 。 这 个 时 钟 ， 在 
10 天 以 后 指向 1、100 天 以 后 指向 2、1000 天 以 后 指向 3…… 也 就 是 说 ， 指 针 指 向 的 是 “10" 
天 以 后 ”中 的 n 除 以 6 的 余数 。 越 走 越 慢 的 时 钟 ， 真是 不 可 思议 ! 


[一 3-3 第 10" 天 是 星期 几 
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只 要 着 眼 于 “0 的 个 数 "， 处 理 超大 的 数 也 会 变 得 更 为 轻松 。 这 和 “对 数 ” 的 概念 有 着 
密切 的 关系 。 第 7 章 将 对 其 进行 详细 说 明 。 
在 学 习 了 “找到 规律 、 使 用 余数 ”的 方法 之 后 ， 我 们 来 挑战 一 下 新 的 思考 题 吧 。 


乘 方 的 思考 题 


思考 题 ( 1 234 567987 654 321 ) 


1 234 567987 654321 的 个 位 数 是 什么 呢 ? 了 


| 提示 : 通过 试 算 找 出 规律 


1 234 567%87654321 的 值 无 法 用 计算 器 算出 来 。 即 使 用 计算 机 程序 来 算 ， 由 于 位 数 过 多 ， 
计算 过 程 也 并 不 简单 。 

因此 ， 我 们 首先 从 较 小 的 数 着 手 ， 试 算 一 下 。 

1234 567! = 1 234 567 

1234 5672 = 1 524 155 677 489 

1234 5673 = 咽 …… 

很 快 数字 就 变 得 很 大 了 ， 试 算 也 很 难 进行 下 去 。 

且慢 。 大 家 要 记得 现在 要 求 的 不 是 1 234 567987 654 321 的 乘 方 ， 而 只 是 “个 位 上 的 数 
字 ”。 那 么 ， 只 要 找到 规律 ， 仅 赁 笔算 就 能 求 出 答案 ! 


思考 题 答案 


能 影响 一 个 数 乘 方 结果 的 个 位 数 的 ， 只 有 这 个 数 的 个 位 数 。 也 就 是 说 ， 将 1 234 567 的 
个 位 数 7 进行 乘 方 ， 只 看 乘 方 结果 的 个 位 数 就 行 了 ，1 234 567 的 十 位 以 上 的 数字 123456 可 
以 暂且 忽略 。 

我 们 再 来 试 算 一 下 。 

1 234 5670 的 个 位 = 79 的 个 位 = 1 


(QD 引 自 Techniques of Problem Solving ( Steven G. Krantz 著 ) 中 的 问题 “34798 末尾 的 数字 是 什么 ”。 
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1 234 5671 的 个 位 =7! 的 个 位 =7 
1 234 567? 的 个 位 =7? 的 个 位 =9 
1 234 5673 的 个 位 = 73 的 个 位 = 3 
1 234 5674 的 个 位 =74 的 个 位 =1 
1 234 5675 的 个 位 =75 的 个 位 =7 
1 234 5674 的 个 位 = 76 的 个 位 =9 
1 234 5677 的 个 位 =77 的 个 位 = 3 
1 234 5678 的 个 位 = 78 的 个 位 = 1 
1 234 567? 的 个 位 = 72 的 个 位 =7 


算 到 这 里 ， 就 发 现 规 律 了 。 个 位 是 1,7,9,3 这 4 个 数字 的 循环 ， 即 周期 为 4。 
由 于 周期 为 4， 在 求 1 234 567287 664321 的 个 位 数 时 ， 只 要 用 指数 987 654 321 除 以 4 算 
出 余数 就 可 以 了 。987 654 321 除 以 4 的 余数 为 0, 1, 2, 3 其 中 之 一 ， 它 们 分 别 对 应 1 7, 9, 3。 
0 1 2 3 
[7 jt] 
因为 987 654 321 除 以 4 余 1， 所 以 答案 为 7。 
答案 : 1 234 5$67987 654321 的 个 位 数 是 7。 


| 回顾 : 规律 和 余数 的 关系 


本 题 也 涉及 难以 直接 计算 的 庞大 数值 。 因 为 不 能 直接 计算 ， 所 以 先 用 较 小 的 数值 进行 
试 算 。 这 时 的 要 点 就 是 找 出 规律 。 只 要 找 出 规律 ， 剩 下 的 问题 就 可 以 通过 余数 来 解决 。 

运用 余数 ， 大 数值 的 问题 就 能 简化 成 小 数值 的 问题 。 

那么 ， 下 面 我 们 继续 看 一 道 有 关 大 数值 的 思考 题 。 


通过 黑白 棋 通 信 


魔术 师 和 他 的 徒弟 在 台 上 表演 ， 下 面 有 3 位 观众 。 魔 术 师 蒙 着 眼睛 。 
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(1) 桌 上 随机 排列 着 7 枚 黑白 棋 的 棋子 (图 3-4 )。 魔 术 师 蒙 着 眼睛 ， 看 不 到 棋子 。 
图 3-4 ”随机 排列 的 黑白 棋 的 棋子 


-= 


ES 


2 C2 


(2) 魔术 师 的 徒弟 在 看 完 这 7 枚 棋子 之 后 ， 又 往 右 面 添 了 1 枚 棋子 ， 与 其 他 棋子 并 排 
这 时 则 有 8 枚 棋子 (图 3-5 )。 魔 术 师 依然 蒙 着 眼睛 。 


| 图 3-5 | 徒弟 添 了 1 枚 棋子 


徒弟 


一 人 ~ 
SL I 


(3) 这 时 观众 可 将 其 中 的 1 枚 棋子 翻转 ， 或 不 翻转 任何 棋子 ( 图 3-6 )。 
此 间 ， 徒 弟 和 观众 不 发 一 言 


魔术 师 还 是 蒙 着 眼睛 ， 并 不 知道 观众 有 没有 翻转 棋子 。 
图 3-6 ”观众 翻转 1 枚 棋子 (或 者 不 动 任何 棋子 ) 


观众 


ED 全 二 生 二 3 ED 王 全 


(4) 魔术 师 摘 下 眼 置 ， 观 察 8 枚 棋子 ， 然 后 马上 就 能 说 出 
翻转 棋子 ”， 识 破 观 众 的 行为 (图 3-7 )。 


观众 翻转 了 棋子 ”或 “没有 


沙 
终 
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图 3-7 ”魔术 师 识 破 观众 的 行为 


魔术 师 :“ 翻 转 了 棋子 ! ” 
于 == EI 


魔术 师 是 如 何 识破 观众 行为 的 呢 ? 


| 提示 


徒弟 只 是 放 了 1 枚 棋子 ， 而 且 放 棋子 的 动作 在 观众 行动 之 “前 ”。 那 么 ， 徒 弟 是 如 何 向 
魔术 师 传递 观众 有 没有 翻转 棋子 的 信息 的 呢 ? 

魔术 师 和 徒弟 虽然 没有 用 语言 交流 ， 但 是 仅 通 过 1 枚 棋子 进行 了 “交流 ”。 我 们 来 思考 
一 下 该 “交流 ”方法 。 


| 思考 题 答案 

徒弟 在 观众 摆 放 的 7 枚 模子 中 ， 数 出 黑 模 的 个 数 。 如 果 黑 模 数 是 奇数 ， 就 添 黑 棋 。 如 
果 黑 模 数 是 偶数 ， 就 添 白 横 。 不 管 哪 种 情况 ， 在 最 终 的 8 个 棋子 中 ， 黑 模 必 为 偶数 个 。 

观众 的 行动 可 以 是 以 下 (1)~(3) 三 种 情况 之 一 。 

(1) 观众 翻转 白 棋 。 那 么 ， 黑 棋 就 增加 了 1 枚 ， 即 黑 棋 变 为 奇数 个 。 

(2) 观众 翻转 黑 棋 。 那 么 ， 黑 棋 就 减少 了 1 枚 ， 黑 棋 也 变 为 奇数 个 。 

(3) 观众 不 翻转 棋子 。 黑 棋 仍 然 是 偶数 个 。 

魔术 师 摘 下 眼 单 ， 马 上 数 出 黑 模 的 个 数 。 如 果 黑 横 为 奇数 个 ， 就 说 “观众 翻转 了 棋 
子 "。 如 果 为 偶数 个 ， 就 说 “没有 翻转 棋子 "。 

这 里 ， 徒 弟 摆 放 棋子 使 “ 黑 棋 个 数 为 偶数 "。 若 使 “ 黑 棋 个 数 为 奇数 ”也 可 以 ， 只 要 魔 


术 师 和 徒弟 事先 商量 好 就 行 。 
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奇偶 校 验 


我 们 将 魔术 师 和 徒弟 表演 的 戏法 想 作 白 棋 为 2 进 制 的 0， 黑 棋 为 2 进 制 的 1， 那么 它 就 
和 计算 机 通信 中 奇偶 校 验 的 方法 是 一 样 的 。 

徒弟 是 发 送 方 ， 魔 术 师 是 接收 方 。 中 途 翻 转 黑白 棋 的 观众 所 扮演 的 角色 就 是 “干扰 通 
信 的 噪声 (noise )。 

徒弟 作为 发 送 方 放置 的 1 个 棋子 ,在 通信 领域 中 被 称 为 奇偶 校 验 位 (parity bit )。 麻 术 
师 作为 接收 方 ， 通 过 检查 摆 放 的 棋子 的 奇偶 性 来 判断 是 否 因 噪音 发 生 了 通信 错误。 至 于 奇 
偶 校 验 位 是 设 为 偶数 还 是 奇数 ， 那 是 在 发 送 方 和 接收 方 之 间 的 通信 和 规则 中 所 约定 的 。 


| 奇偶 校 验 位 将 数字 分 为 2 个 集合 


男 外 ， 也 可 以 这 么 思考 。7 枚 棋子 的 排列 法 总 共有 27 = 128 种 ， 其 中 一 半 ( 64 种 ) 是 


魔术 师 的 徒弟 添加 的 1 枚 棋子 ， 起 到 了 标识 目前 7 枚 棋子 的 摆 法 属于 哪 组 的 作用 。 有 
摆 放 黑 棋 或 摆 放 日 棋 2 种 情况 ， 以 此 来 区 分 2 个 组 。 


寻找 恋人 的 思考 题 


思考 题 ( 寻找 恋人 ) 


在 一 个 小 王国 中 ， 有 8 个 村 子 (A ~H)。 如 图 3-8 所 示 ， 各 村 之 间 有 道路 相连 ( 黑 点 表 
示 村 子 ， 线 表示 道路 )。 而 你 要 寻找 流浪 在 这 个 王国 的 你 唯一 的 恋人 。 

你 的 恋人 住 在 这 8 个 村 子 中 的 某 一 个 里 。 她 每 过 1 个 月 便 顺 着 道路 去 另 一 个 村 子 ， 
个 月 都 一 定 会 换 村 子 ， 然 而 选择 哪个 村 子 是 随机 的 ， 预测 不 了 。 例 如 ， 如 果 恋 人 这 个 月 住 
在 G 村， 那么 下 个 月 就 住 在 “C, 下, H 中 的 某 个 村 子 ”。 

目前 你 手头 上 掌握 的 确 瘟 信息 只 有 : 1 年 前 (12 个 月 前 )， 恋 人 住 在 G 村 。 请 求 出 这 个 
月 恋人 住 在 A 村 的 概率 。” 


QD” 这 个 问题 参考 了 《他 又 一 : 才 7， 场合) 数 》( 林 田 哲 也 等 著 ， 东京 出 版 社 )， 书 名 译 为 《精通 情况 数 》 尚 无 中 
文 版 。 
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提示 : 先 试 算 较 小 的 数 

恋人 12 个 月 前 住 在 G 村 。 那 就 意味 着 ,在 这 12 个 月 中 ,恋人 从 G 开始 随机 地 移动 了 
12 次 。 这 次 的 问题 就 是 要 求 出 移动 12 次 后 恋人 在 A 处 的 概率 。 

我 们 先 不 考虑 12 次 移动 ， 还 是 从 较 小 的 数 着 手 。 


[图 3-8” 某 个 小 王国 的 8 个 村 子 和 道路 


月 前 的 恋人 


思考 题 答案 


12 个 月 前 (第 0 次 移动 )， 恋人 在 G。 

11 个 月 前 (第 1 次 移动 )， 恋人 在 C,H 其 中 之 一 。 
10 个 月 前 (第 2 次 移动 )， 恋人 在 B,D,E, G 其 中 之 一 。 
9 个 月 前 (第 3 次 移动 )， 恋人 在 A,C, 下 ,H 其 中 之 一 。 
8 个 月 前 (第 4 次 移动 )， 恋人 在 B,D, E, G 其 中 之 一 。 


从 这 之 后 ， 奇 数 次 移动 时 ， 恋 人 在 A, C, FE, H 其 中 之 一 ; 偶数 次 移动 时 ,在 B, D, E, G 
其 中 之 一 。 因 此 我 们 得 出 ， 现 在 〈 第 12 次 移动 ) 恋人 在 B, D, E, G 其 中 之 一 ,并 不 在 A 村 
(图 3-9 )。 
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答案 : 概率 为 0。 


人 图 59 考虑 前 4 次 移动 的 可 能 去 向 


第 0 次 移动 《第 1 次 移动 第 2 次 移动 第 3 次 移动 第 4 次 移动 


人 (2) £0 人 {0 


这 个 问题 的 有 趣 之 处 在 哪儿 呢 ? 

恋人 游 移 不 定 地 在 各 个 村 子 之 间 思 转 。 或 从 G 移 到 C, 或 从 G 移 到 F。 假如 到 了 下， 
下 次 又 可 能 去 已 ， 也 可 能 返回 G。 如 果 这 样 考虑 恋人 所 经 过 的 “路 线 ” 的 话 ， 就 必须 研究 
很 多 种 可 能 性 。 


回顾 


而 在 刚才 的 答题 过 程 中 ,我们 并 不 着 眼 于 路 线 ， 而 是 关注 目的 地 。 这 样 ， 问 题 就 迎 为 
而 解 了 。 

以 G 为 起 点 , 我 们 将 恋人 移动 奇数 次 到 达 的 目的 地 称 作 “奇数 村 ”， 移 动 偶数 次 到 达 
的 目的 地 称 作 “偶数 村 ”( 图 3-10 )。 


| 图 3-10 分 为 “奇数 村 ”和 “偶数 村 ” 


Ee 入 奇 | 移动 奇数 次 可 能 到 达 的 村 子 
移动 偶数 次 可 能 到 达 的 村 子 
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奇数 村 为 A,C,F,H 
偶数 村 为 B,D,E, G 


本 题 的 解答 要 点 是 ， 不 是 分 别 考虑 这 8 个 村 的 情况 ， 而 是 将 8 个 村 分 为 奇数 村 和 偶数 
村 2 组 来 解答 。 因 为 就 算 不 知道 第 12 次 移动 具体 到 达 了 8 个 村 里 面 的 哪个 村 ， 但 能 知道 是 
在 奇数 村 还 是 偶数 村 。 

A ~H 这 8 个 村 没有 一 个 是 既 属 于 奇数 村 又 属于 偶数 村 的 。 

并 且 ， 所 有 这 8 个 村 必定 属于 奇数 村 或 偶数 村 的 其 中 之 一 。 

即 ， 奇 数 村 和 偶数 村 的 分 类 是 “ 兼 具 排他 性 和 完整 性 的 分 类 ”。 并 且 ， 从 奇数 村 移动 
1 次 就 到 了 偶数 村 ， 从 偶数 村 移动 1 次 就 到 了 奇数 村 。 通 过 该 规律 ， 就 能 够 解答 这 个 问题 。 
本 题 也 是 奇偶 校 验 的 一 个 例子 。 


铺设 草 席 的 思考 题 


思考 题 ( 在 房间 里 铺设 草 席 ) 


如 图 3-11 所 示 ， 有 这 样 一 个 房间 。 使 用 图 中 右 下 角 所 示 的 草 席 能 够 正好 铺 满 房间 吗 ? 
前 提 是 不 能 使 用 半 张 草 席 。 
如 果 不 能 的 话 ， 请 说 明理 由 。 


荆 


[图 3-11 在 房间 里 能 正好 铺 满 草 席 吗 
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提示 : 先 计 算 一 下 草 席 数 


我 们 先 以 “ 半 张 草 席 ” 为 单位 计算 一 下 房间 面积 。1 张 草 席 由 2 个 半 张 组 成 ， 如 果 房 
间 面 积 按 “ 半 张 草 席 ” 计 算得 到 的 结果 为 奇数 ， 则 说 明 “ 不 能 正好 铺 满 ”。 

计算 结果 是 房间 可 以 铺 下 62 张 “ 半 张 草 席 "。 可 是 62 是 偶数 ， 这 就 不 能 光 靠 其 奇偶 性 
来 判断 能 否 正 好 铺 满 了 。 

还 能 找 出 更 好 的 分 类 方法 吗 ? 


思考 题 答案 


如 图 3-12 所 示 ， 以 “ 半 张 草 席 ” 为 单位 涂 上 颜色 以 示 区 分 。 


[图 3-12 ”以 “ 半 张 草 席 ”为 单位 给 房间 涂 上 颜色 以 示 区 分 


四 


现在 我 们 就 来 数 一 数 分 别 有 几 张 黑色 和 白色 的 “ 半 张 草 席 ”。 


黑 色 的 “ 半 张 草 席 ” a 30 张 
和 白色 的 “ 半 张 草 席 ” CE 32 张 


而 一 整 张 草 席 ， 是 由 黑色 的 “ 半 张 草 席 ”和 和 白色 的 “ 半 张 草 席 ” 组 成 的 。 也 就 是 说 ， 
不 管用 几 张 草 席 铺 满 房间 ， 黑 色 的 “ 半 张 草 席 ” 和 和 白色 的 “ 半 张 草 席 ” 在 数量 上 必须 相等 
才 对 。 

因此 我 们 可 以 得 出 答案 


不 能 正好 铺 满 房间 。 
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| 回顾 


几乎 每 翻 开 一 本 智力 书 都 能 看 到 类 似 的 思考 题 。 原 来 这 个 问题 也 可 以 通过 奇偶 校 验 来 
解决 呢 ! 
如 果 想 通过 计算 解答 ， 可 以 进行 如 下 思考 。 


“ 将 黑色 的 “ 半 张 草 席 ”的 数量 记 作 +1 
“ 将 白色 的 “ 半 张 草 席 ”的 数量 记 作 -1 


然后 将 两 种 “ 半 张 草 席 ” 的 数量 相 加 ， 再 判断 计算 结果 是 否 为 0。 如 果 不 是 0， 就 不 
能 正好 铺 满 。 不 过 假如 计算 结果 为 0， 也 并 不 一 定 说 明 能 正好 铺 满 。 因 为 “ 逆 命 题 不 一 定 
为 真 ”。 

使 用 这 种 奇偶 校 验 的 判定 方法 是 非常 有 效 的 。 铺 设 草 席 的 方法 有 很 多 ， 要 证 明 “ 不 能 
铺 满 ”的 话 ， 必 须 罗 列 出 所 有 情况 。 然 而 ， 只 要 运用 奇偶 校 验 ， 不 用 反复 试验 ( trial and 
error ) 就 能 回答 “不 能 ”。 

这 里 , 希望 大 家 注意 的 是 ， 要 进行 有 效 的 奇偶 校 验 ， 必 须 找到 “合适 的 分 类 方法 ”。 例 
如 在 寻找 恋人 的 问题 中 ， 我 们 分 为 了 奇数 村 和 偶数 村 。 而 在 铺设 草 席 的 问题 中 ， 我 们 为 房 
间 的 方 格 涂 上 了 黑白 相间 的 颜色 。 我 们 不 需要 反复 试验 ,需要 的 是 “灵感 ”1 


一 笔画 的 思考 题 


‖ 思考 题 ( 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 ) 


在 很 久 以 前 ， 有 一 个 叫 哥 尼斯 堡 ”的 小 城 。 小 城 被 河流 分 割 成 了 4 块 陆地 。 人 们 为 了 连 
接 这 些 陆 地 ， 建 设 了 7 座 桥 (图 3-13 )。 


QD 哥 尼 斯 堡 是 哲学 家 伊 曼 努 尔 . 康德 的 故乡 。 现 在 位 于 俄罗斯 ， 改 名 为 加 里 宁 格 勒 。 
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图 3-13， 哥 尼斯 堡 七 桥 问题 


陆地 A 


Eile i 


陆地 B d 陆地 C 


mks 


陆地 D 


现在 你 要 找 出 走 遍 7 座 桥 的 方法 。 但 是 ， 必 须 遵 守 以 下 条 件 。 


* 走 过 的 桥 不 能 再 走 

。 可 以 多 次 经 过 同一 块 陆地 
。 可 以 以 任 一 陆地 为 起 点 
.不 需要 回 到 起 点 


最 后 ， 如 果 能 够 走 遍 7 座 桥 的 话 ， 请 说 明 一 下 方法 。 如 果 不 能 的 话 ， 也 请 证 明 一 下 。 


| 提示 : 试 算 一 下 
其 实 这 就 是 “一 笔画 ”的 问题 。 我 们 看 着 地 图 试 算 一 下 吧 。 


.假设 从 A 出 发 

“从 A 出 发 ， 经 过 桥 a， 到 达 了 B 
“从 B 出 发 ， 经 过 桥 b， 回 到 A 
“从 A 出 发 ， 经 过 桥 c， 到 达 C 
“从 C 出 发 ， 经 过 桥 d， 到达 B 
“从 B 出 发 ,经 过 桥 e， 到达 DD 
“从 D 出 发 ， 经 过 桥 f， 回 到 了 B 
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到 这 里 为 止 ， 与 B 相 接 的 桥 都 已 经 走 过 了 ， 无 法 再 进行 下 去 。 用 这 种 方法 ， 走 不 到 桥 g 
(图 3-14 )。 

请 读者 朋友 们 也 多 用 几 种 方法 走 走 看 。 

尝试 多 次 后 ， 发 现 根本 不 可 能 走 遍 7 座 桥 。 但 是 ， 在 得 出 “绝对 不 可 能 走 遍 7 座 桥 ” 
的 结论 之 前 ， 必 须 将 它 证 明 出 来 。 因 为 或 许 有 走 遍 7 座 桥 的 方法 ， 只 是 自己 没有 发 现 而 已 。 


| 图 3-14 ”试行 路 线 ( 走 不 到 桥 g ) 


陆地 A 


| 提示 : 考虑 简化 一 下 


将 “从 A 出 发 ， 经 过 桥 a， 到达 B” 这 种 路 线 一 一 夯 出 来 是 相当 麻烦 的 。 我 们 不 妨 抛 
开 地 图 ， 简 化 成 图 3-15。 当 然 , 虽说 是 简化 , 但 原来 地 图 上 “陆地 的 连接 方式 ”是 不 变 的 。 
我 们 将 这 种 图 形 化 的 “连接 方式 ” 称 作 “图 ”( graph )。 


在 图 3-15 中 ， 用 白色 的 圆圈 来 表示 陆地 A, B, C, D， 我 们 称 其 为 “顶点 ”。 用 顶点 之 间 
的 连 线 来 表示 桥 a, b,c, d, e, f, g， 我 们 称 其 为 “ 边 ”。 


顺便 提 一 下 ， 数 学 家 莱 昂 哈 德 . 欧 拉 (Leonhard Euler，1707 一 1783 ) 已 经 将 这 个 哥 尼 斯 
堡 七 桥 问题 作为 一 笔画 问题 解决 了 。 这 就 是 图 论 的 开山 鼻祖 。 
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| 图 3-15” 用 图 来 表示 问题 


提示 : 考虑 入 口 和 出 口 


在 反复 试验 的 过 程 中 ,我 们 注意 到 了 这 些 现象 。 要 通过 1 个 顶 
边 


2 条 边 ， 即 “入 口 边 ”和 “出 口 边 ”。1 个 顶点 关联 着 多 条 


个 顶点 必须 


顶点 就 减 去 2 条 边 。 这 就 是 暗藏 玄机 之 处 。 


思考 题 答案 
顶点 所 关联 的 边 数 ， 称 作 该 项 点 的 度数 ( 图 3-16 )。 


[图 3-16 | 度数 


这 
通过 顶点 一 次 ， 这 个 


具有 


该 顶点 的 该 顶点 的 该 顶点 的 
度数 是 1 度数 是 2 度数 是 3 


” 人 站 


接 下 来 ， en 为 走 ， 在 经 i hs 着 应 


们 将 此 称 为 “ 边 走 边 减 "。 


(图 3-17 )。 


应 减少 顶点 的 度数 。 我 
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第 3 草 余 
[图 3-17 | 偶 点 和 奇 点 
偶 点 奇 点 
度数 0 度数 1 
度数 2 度数 3 
度数 4 


AN 


[ 我们 目前 不 关心 边 具 体 是 从 哪里 开始 ， 通 过 什么 路 径 ， 只 看 顺 着 边 走 时 顶点 的 度数 是 


如 何 变化 的 。] 
出 发 时 ， 起 点 的 顶点 度数 减 1。 


在 起 点 ， 度 数 减 1 


途中 每 经 过 一 个 顶点 时 ,该 项 点 的 度数 减 2， 因 为 经 过 了 “入 口 边 ”和 “出 口 边 ”。 
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每 经 过 一 个 顶点 ， 
该 顶点 度数 减 2 


每 次 经 过 顶点 ， 顶 点 的 度数 都 减 2。 因 此 不 管 经 过 顶点 几 次 ,经 过 的 顶点 的 奇偶 性 不 


， 即 偶 点 还 是 偶 点 ， 奇 点 还 是 奇 点 。 


如 果 经 过 2 次 ， 度 数 减 4， 
但 奇偶 性 不 变 


到 达 终 点 时 ， 该 顶点 的 度数 减 1。 


在 终点 ， 度 数 减 1 


我 们 假设 如 此 “完成 了 一 笔画 ”"， 那 么 可 能 出 现 以 下 两 种 情况 。 


(CD 起 点 和 终点 相同 的 情况 
一 笔画 成 ， 也 就 意味 着 “ 边 走 边 减 ”的 结果 是 所 有 的 顶点 的 度数 变 为 0 ( 偶数)。 为 什 


么 呢 ? 因为 如 果 还 存在 度数 不 为 0 的 顶点 ,那么 也 就 存在 没 经 过 的 边 。 


的 经 


经 过 “ 边 走 边 减 ”之 后 ， 经 过 的 顶点 的 奇偶 性 不 变 。 由 此 我 们 可 知 度数 变 为 0 (偶数 ) 
过 点 ， 在 原 图 中 本 来 就 是 偶 点 。 
此 外 ， 起 点 度数 减 1， 终 点 度数 也 减 1， 变 为 0。 然 而 ,起 点 和 终点 是 相同 的 ， 因 此 相 


同 顶 点 的 度数 减 了 2， 所 以 该 项 点 也 变 成 了 侦 点 。 


结论 ， 在 “起 点 和 终点 相同 ”的 一 笔画 中 ， 图 中 的 顶点 都 是 偶 点 。 


由 
CD 
岂 
阔 
| 
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(2) 起 点 和 终点 不 同 的 情况 

和 (1) 相同 的 思路 ， 经 过 的 顶点 全 部 是 偶 点 。 只 有 起 点 和 终点 是 奇 点 。 据 此 ， 在 “起 点 
和 终点 不 同 ”的 一 笔画 中 ,图 中 只 有 2 个 奇 点 。 

至 此 ， 我 们 可 知 以 下 命题 是 成 立 的 了 。 


(如 果 )“ 可 以 一 笔画 成 ”二 “ 所 有 的 顶点 都 是 偶 点 ， 或 者 有 2 个 奇 点 ” 


我 们 回 到 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 。 如 果 七 桥 能 用 一 笔画 通过 的 话 ， 那 么 应 该 满足 “所 有 项 
点 都 是 偶 点 ， 或 者 有 2 个 奇 点 ”。 

我 们 来 看 看 哥 尼斯 堡 七 桥 ( 下 图 所 示 ) 的 顶点 。 数 一 下 关联 各 顶点 的 边 数 ， 就 能 马上 
知道 奇偶 性 。 如 图 3-18 所 示 ，4 个 顶点 都 是 奇 点 。 

由 此 证 明了 在 给 定 的 条 件 下 不 能 走 遍 哥 尼斯 堡 七 桥 。 


[图 3-18 ”观察 哥 尼 斯 堡 七 桥 的 顶点 


奇 点 (度数 为 3) 


(A) 
奇 点 (度数 为 5) XB) (C) 奇 点 (度数 为 3) 


加 8 


D) 
奇 点 (度数 为 3) 


奇偶 校 验 


大 家 理解 了 欧 拉 的 “如 果 能 够 一 笔画 成 ， 必 须 满足 所 有 顶点 都 是 偶 点 或 者 只 有 2 个 奇 
点 ”这 一 论断 了 吧 。 根据 这 一 论断 ， 我 们 证 明了 哥 尼斯 堡 七 桥 是 不 能 走 遍 的 。 
欧 拉 的 论断 重点 在 于 : 不 反复 试验 也 能 证 明 不 能 一 笔画 成 。 不 用 频繁 地 试 走 各 种 路 径 ， 


该 命题 的 逆 命 题 “ 所 有 的 顶点 都 是 个 点 ， 或 者 有 2 个 奇 点 ”一 “可 以 一 笔画 成 ”也 成 立 ， 在 此 省 略 证 明 过 程 。 
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只 要 观察 各 顶点 的 度数 就 行 了 。 

另外 ， 欧 拉 的 证 明 中 草 含 着 很 重要 的 思维 方法 。 那 就 是 在 观察 各 顶点 的 边 数 时 ， 着 眼 
点 不 在 “ 数 的 本 身 ”， 而 是 “ 数 的 奇偶 性 "”。 并 不 是 1 条 、3 条 、5 条 这 样 分 散 地 思考 路 径 ， 
而 是 概括 为 “奇数 条 ”来 整体 考虑 。 在 一 笔画 的 问题 中 ， 这 个 “奇偶 性 ”是 解 题 的 关键 。 
这 又 是 奇偶 校 验 的 一 个 例子 。 


本 章 小 结 


本 章 通过 解答 各 种 问题 学 习 了 余数 。 

对 于 难以 处 理 的 庞大 数值 ， 只 要 发 现 其 周期 性 并 使 用 余数 ， 就 能 够 简化 问题 。 

此 外 ， 还 可 以 根据 余数 结果 的 差异 ， 将 许多 事物 进行 分 组 。 我 们 还 通过 草 席 铺设 问题 
和 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 ， 了 解 到 只 要 运用 奇偶 性 就 能 省 略 反 复试 验 的 过 程 。 

当 我 们 “ 想 要 详细 地 研究 ”事物 时 ， 往 往 容易 陷入 “ 想 正确 把 握 所 有 细节 ”的 思维 。 
但 是 ， 像 奇偶 性 校 验 那 般 ， 较 之 “正确 地 把 握 ”， 有 时 “准确 地 分 类 ”更 为 有 效 。 

人 们 只 要 发 现 了 周期 性 和 奇偶 性 ， 就 能 将 大 问题 转换 为 小 问题 来 解决 。 余 数 就 是 其 中 
一 种 重要 的 武 融 。 

下 一 章 ， 我 们 将 学 习 只 用 两 步 就 能 解决 无 穷 问题 的 方法 一 一 数学 归纳 法 。 


@ 课 后 对 话 
学 生 : 老师 ， 我 的 人 生出 现 了 360 度 的 大 转弯 呢 ! 
老师 : 360 度 的话 ， 不 就 是 没 发 生变 化 吗 ? 


CHAPTER 4 


4 


数学 归纳 法 


如 何 征服 无 穷 数 列 


村 
< 
, p08 S$) 
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@ 课 前 对 话 


老师 : 假设 现在 有 一 排 多 米 诺 骨牌 。 如 何 将 它们 全 部 推倒 呢 ? 
学 生 : 这 个 简单 ! 只 要 将 它们 排列 成 其 中 一 个 一 倒 就 能 顺 次 带 倒 下 一 个 的 形状 就 行 了 。 
老师 : 这 样 还 不 够 噢 ! 
学 生 : 啊 ? 为 什么 呢 ? 
老师 : 因为 还 需要 推倒 第 一 个 多 米 诺 骨 上 牌 。 
学 生 : 那 不 是 理所当然 的 嘛 ! 
老师 : 正 是 ! 这 样 你 就 能 理解 数学 归纳 法 的 两 个 步骤 了 。 
本 章 学 习 内 容 


本 章 我 们 要 学 习 的 是 数学 归纳 法 。 数 学 归纳 法 是 证 明 某 断言 对 于 0 以 上 的 所 有 整数 
( 0, 1 2, 3,… ) 都 成 立 的 方法 。0 以 上 的 整数 0, 1, 2, 3,… 有 无 穷 个 , 但 车 使 用 数学 归纳 法 ， 
只 需要 经 过 “两 个 步骤 ”"， 就 能 证 明 有 关 无 穷 的 命题 。 

首先 ， 我 们 以 求 出 1 到 100 之 和 为 例 介绍 数学 归纳 法 。 接 着 会 穿插 几 道 思考 题 来 看 一 
下 数学 归纳 法 的 具体 实例 。 最 后 ， 我 们 会 讨论 数学 归纳 法 和 编程 的 关系 ， 一 起 了 解 一 下 循 
环 不 变 式 。 


高 斯 求 和 


思考 题 ( 存 钱 缸 里 的 钱 ) 
在 你 面前 有 一 个 空 存 钱 饶 。 


.第 1 天， 往 存 钱 钠 里 投入 1 元 。 存 钱 锥 中 总 金额 为 工 元 

. 第 2 天 ， 往 存 钱 镀 里 投入 2 元 。 存 钱 锥 中 总 金额 为 1+2=3 元 

“第 3 天 ， 往 存 钱 钠 里 投入 3 元 。 存 钱 钠 中 总 金额 为 1+2+3=6 元 
"第 4 天 ， 往 存 钱 钠 里 投入 4 元 。 存 钱 负 中 总 金额 为 1+2+3+4=10 元 


那么 ,每 天 都 这 样 往 存 钱 炙 里 投入 硬币 的 话 ， 第 100 天 时 的 总 金额 为 多 少 呢 ? 
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思考 一 下 


本 题 要 求 算出 第 100 天 时 存 钱 饶 的 总 金额 。 要 求 出 第 100 天 的 金额 ， 只 要 计算 1+ 2+ 
3 +… 十 100 的 值 就 行 了 。 那 么 ， 具体 应 如 何 计算 呢 ? 

一 般 来 说 ， 最 先 想到 的 肯定 是 机 械 地 将 它们 逐个 相 加 。1 加 2, 再 加 3, 再 加 4,…, 再 加 
99, 再 加 100。 只 要 这 样 加 起 来 就 能 得 出 答案 了 吧 。 如 果 说 笔算 比较 花 时 间 的 话 ， 也 可 以 使 
用 计算 需 或 编程 来 计算 。 

不 过 ， 德 国 数学 家 高 斯 在 9 岁 时 过 到 了 同样 的 问题 ， 却 马上 得 出 了 答案 。 当 时 他 既 没 
用 计算 需 也 没 用 计算 机 。 那 么 ， 他 究竟 是 如 何 做 到 的 呢 ? 


| 小高 斯 的 解答 


小 高 斯 是 这 么 考虑 的 。 
1+2+3+...+100 顺 次 计算 的 结果 和 100 +99+98+...+1 道 向 计算 的 结果 应 该 是 
相等 的 。 那 么 ,就 将 这 两 串 数 字 像 下 面 那样 纵向 地 相 加 。 


l+ 2+ 3+:..:+ 99+100 


+)100+ 99+ 98+:..+ 2+ 1 


101 + 101 + 101 + 十 101 让 101 


有 100 个 101 


如 此 一 来 ， 就 变 成 了 101 + 101 + 101 + .…+101 那 样 100 个 101 相 加 的 结果 。 这 样 的 计 
算 就 非常 简单 了 。 只 要 将 101 乘 以 100 即 可 ， 结 果 为 10 100。 不 过 10 100 是 要 求 的 数 的 2 
倍 ， 因 此 还 得 除 以 2， 答案 为 5050。 

答案 : 5050 元 。 


| 讨论 一 下 小 高 斯 的 解答 


小 高 斯 的 方法 可 谓 绝妙 非 几 ! 
为 了 便于 大 家 理解 ,我们 将 小 高 斯 的 方法 用 图 来 表示 。 求 1 + 2 + 3 +.… + 100 的 结果 ， 
相当 于 计算 图 4-1 所 示 的 排列 成 阶梯 型 的 瓷砖 块 数 。 
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[图 4-1 将 小 高 斯 的 方法 图 形 化 


100 


Ne 


A 


小 高 斯 则 又 做 了 一 个 一 模 一 样 的 阶梯 ， 并 将 两 者 合 二 为 一 ， 组 成 了 一 个 长 方形 (图 4-2) 


[图 4:2 将 两 个 阶梯 组 合成 一 个 长 方形 


100 | 


有 
1 


1 1 
| 
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1 2 3 * 100 


由 两 个 阶梯 组 合 而 成 的 长 方形 ， 纵 向 有 101 块 瓷砖 ， 横向 有 100 块 瓷砖 。 因 此 ， 该 长 
方形 由 101 x 100 = 10 100 块 瓷砖 构成 。 而 所 求 的 瓷砖 块 数 就 是 10 100 的 一 半 ， 即 5050。 

我 们 来 说 一 说 小 高 斯 的 计算 效率 。 使 用 他 的 方法 不 需要 花费 力气 逐个 相 加 。 只 要 将 两 
端的 1 和 100 相 加 ， 结果 乘 以 100 再 除 以 2 就行 了 。 

现在 ， 假 设 我 们 不 是 从 1 加 到 100， 而 是 从 1 加 到 10 000 000 000 (100 亿 ) 这 次 我 们 
就 不 能 采用 逐一 相 加 的 方法 了 。 因 为 即使 计算 需 1 秒 能 完成 1 次 加 法 计算 ， 加 到 100 亿 也 
得 花 300 年 以 上 的 时 间 。 

不 过 ， 如 果 使 用 小 高 斯 的 方法 , 那么 从 1 加 到 100 亿 也 只 要 1 次 加 法 、1 次 乘法 、1 次 
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除法 运算 即 可 完事 。 我 们 来 实际 计算 一 下 。 


(10 000 000 000 + 1) x 10 000 000 000 
2 


= 50 000 000 005 000 000 000 


高 斯 ( Karl Friedrich Gauss，1777 一 1855 ) 后 来 成 为 了 历史 上 著名 的 数学 家 。 


归纳 


小 高 斯 运用 了 以 下 等 式 。 


(100 + 1)x 100 


1+2+3+… 二 100= 7 


这 里 ,使 用 变量 n, 将 “1 到 100” 归 纳 为 “0 到 mn”。 这 样 ， 上 面 的 等 式 就 变 为 如 下 形式 。 


0+1+2+3+ + + 


那么 ， 这 个 等 式 对 于 0 以 上 的 任意 整数 n 都 成 立 吗 ? 即 n 为 100、200， 或 者 100 万 、 
100 亿 时 该 等 式 也 都 成 立 吗 ? 如 果 成 立 的 话 ， 又 如 何 来 证 明 呢 ? 


这 种 时 候 就 要 用 到 数学 归纳 法 了 。 数 学 归纳 法 是 证 明 “ 断 言 对 于 0 以 上 的 所 有 整数 za 
都 成 立 ”的 方法 。 


学 生 :“ 对 于 所 有 整数 4”， 总 觉得 这 种 说 法 别 担 。 
老师 : 别 担 ? 

学 生 : 会 感觉 头脑 中 充满 了 整数 。 

老师 : 那么 ， 改 为 “对 于 任 一 整数 n” 怎 么 样 ? 
学 生 : 啊 ! 那样 感觉 稍微 舒服 些 。 

老师 : 其 实说 的 是 一 回 事 呢 ! 


数学 归纳 法 一 一 如 何 征服 无 穷 数 列 


本 节 ， 我们 就 来 讨论 一 下 数学 归纳 法 的 相关 内 容 。 首 先 ， 从 “0 以 上 的 整数 的 断言 ” 
开始 学 起 ,然后 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 小 高 斯 的 断言 。 
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| 0 以 上 的 整数 的 断言 


“0 以 上 的 整数 n 的 断言 "， 就 是 能 够 判定 0, 1, 2 等 各 个 整数 为 “ 真 ”或 “ 假 ”的 断言 。 
这 样 说 明 或 许 难以 理解 ， 下 面 就 举 几 个 例子 。 


@ 例 1 
“断言 4(0D): n x 2 为 偶数 


A(n)， 即 “n x 2 为 偶数 ”的 断言 。 由 于 nn 为 0 时 ,0 x2=0 为 偶数 ， 所 以 A(0) 为 真 。 

A(1) 又 怎么 样 呢 ?” 因 为 1x2=2 为 偶数， 所 以 A(1) 也 为 真 。 

那 是 否 可 以 说 断言 4(n)， 对 于 0 以 上 的 所 有 整数 nn 都 为 真 呢 ? 

对 ! 可 以 这 么 说 。 因 为 0 以 上 的 任意 整数 乘 以 2 的 结果 都 为 偶数 ， 所 以 对 于 0 以 上 的 
所 有 整数 ， 断 言 A(n) 都 为 真 。 


@ 例 2 


。 断言 B(n): nxX3 为 奇数 


那么 ， 断 言 B(n) 又 将 如 何 呢 ? 该 断言 对 于 0 以 上 的 所 有 整数 n 都 成 立 吗 ? 

例如 ,假设 n 为 1， 则 断言 BG) 就 是 “1 x 3 为 奇数 "， 这 个 结果 为 真 。 但 不 能 说 对 于 0 
以 上 的 所 有 整数 n， 断 言 B(n) 都 为 真 。 因 为 假设 2 为 2, 则 2”x3 的 值 为 2x3=6。 而 6 是 
偶数 ， 所 以 断言 BC2) 不 为 真 (为 假 )。 

2=2 是 推翻 “断言 BCD 对 于 0 以 上 的 所 有 整数 n 都 成 立 ” 的 反例 之 一 。 


@ 其 他 例子 
那么 请 思考 一 下 ， 在 下 面 4 个 断言 中 ,对 于 0 以 上 的 所 有 整数 n 都 成 立 的 有 哪些 。 


“断言 C(n): n+1 为 0 以 上 的 整数 
“断言 D(n): n 一 1 为 0 以 上 的 整数 
“断言 En): nxX2 为 0 以 上 的 整数 
。 断言 Fn): n 二 2 为 0 以 上 的 整数 


断言 C(m)， 对 于 0 以 上 的 所 有 整数 都 成 立 。 因 为 车 为 0 以 上 的 整数 ， 则 n+1 肯定 
是 0 以 上 的 整数 。 
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灯 言 D(n)， 对 于 0 以 上 的 所 有 整数 n 不 成立。 例如， 断言 D(0) 为 假 。 因 为 0- 1 = -1， 
不 是 0 以 上 的 整数 。n = 0 是 唯一 的 反例 。 

断言 E(n)， 对 于 0 以 上 的 所 有 整数 n 都 成 立 。 

断言 F(n)， 对 于 0 以 上 的 所 有 整数 不成立。 因为 当 n 为 奇数 时 ,n= 2 的 结果 不 是 
整数 。 


| 小 高 斯 的 断言 


在 讨论 了 “0 以 上 的 整数 n 的 断言 ”之 后 , 我 们 将 话题 转 回 小 高 斯 的 断言 。 
可 以 使 用 下 述 有 关 n 的 断言 形式 来 表现 小 高 斯 的 观点 。 


接 下 来 要 证 明 的 是 ,，“G(n) 对 于 0 以 上 的 所 有 整数 n 都 成 立 "。 可 以 通过 描画 前 面 的 阶 
梯 状 的 图 (图 4-1) 来 证 明 , 但 是 有 人 可 能 会 有 这 样 的 疑问 : 0 以 上 的 整数 有 0, 1, 2,3 等 无 
穷 个 数 ， 而 图 中 表现 的 只 是 其 中 一 种 情况 。 当 G(1 000 000) 时 也 成 立 吗 ? 

确实 ，0 以 上 的 整数 有 无 穷 个 。 这 就 要 通过 引入 “数学 归纳 法 ”来 证 明了 。 使 用 数学 
归纳 法 能 够 进行 0 以 上 的 所 有 整数 的 相关 证 明 。 


| 什么 是 数学 归纳 法 


数学 归纳 法 是 证 明 有 关 整 数 的 断言 对 于 0 以 上 的 所 有 整数 (0,12,3,…) 是 否 成 立时 
所 用 的 方法 。 

假设 现在 要 用 数学 归纳 法 来 证 明 “ 断 言 P(n) 对 于 0 以 上 的 所 有 整数 n 都 成 立 ”。 

数学 归纳 法 要 经 过 以 下 两 个 步骤 进行 证 明 。 这 是 本 章 的 核心 内 容 ， 请 大 家 仔细 阅读 。 


“ 步骤 1 
证 明 “P(O) 成 立 ” 
“ 步骤 2 


证 明 不 论 丰 为 0 以 上 的 哪个 整数 ,“ 若 已 (成立 ， 则 PE+ 1) 也 成 立 ” 


在 步 又 1 中 ,要 证 明 当 为 0 时 断言 P(0) 成 立 。 我 们 将 步骤 1 称 作 基底 (base )。 
在 步骤 2 中 ， 要 证 明 无 论 上 为 0 以 上 的 哪个 整数 ,“ 若 PC 有 成立 ， 则 PE+ 1) 也 成 立 ”。 
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我 们 将 步骤 2 称 作 归纳 (induction )。 该 步 又 证 明 断 言 若 对 于 0 以 上 的 某 个 整数 成 立 ， 则 对 
于 下 一 个 整数 也 成 立 。 

若 步 又 1 和 步骤 2 都 能 得 到 证 明 ， 就 证 明了 “断言 P(n) 对 于 0 以 上 的 所 有 整数 n 都 
成 立 ”。 


以 上 就 是 数学 归纳 法 的 证 明 方 法 。 


试 着 征服 无 穷 数 列 


数学 归纳 法 通过 步骤 1 ( 基底 ) 和 步骤 2 (归纳 ) 两 个 步骤 ,证 明 断 言 Pn) 对 于 0 以 上 
的 所 有 整数 n 都 成 立 。 
为 什么 只 通过 两 个 步骤 的 证 明 ， 就 能 证 明 无 穷 的 n 呢 ?请 作 如 下 思考 。 


“断言 P(0) 成 立 

理由 : 步骤 1 中 已 经 证 明 。 

"断言 P(1) 成 立 

理由 : P(0) 已 经 成 立 ， 并 且 步 骤 2 中 已 证 明 著 P(0) 成立， 则 P(1) 也 成 立 。 
* 断言 P(2) 成 立 
理由 : P(1) 已 经 成 立 ， 并 且 步 又 2 中 已 证 明 若 P(1) 成 立 ， 则 P(2) 也 成 立 。 
“断言 P(3) 成 立 
理由 : P(2) 已 经 成 立 ， 并 且 步 骤 2 中 已 证 明 若 P(2) 成 立 ， 则 P(3) 也 成 立 。 


这 样 循环 往复 ， 可 以 说 断言 P(n) 对 于 任意 整数 n 都 成 立 。 无 论 n 为 多 大 的 整数 都 没 关 
系 。 因 为 即使 设 n 为 10 000 000 000 000 000,， 经 过 机 械 式 地 反复 执行 步骤 2， 终究 可 以 证 明 
P(10 000 000 000 000 000) 成 立 。 

这 种 数学 归纳 法 的 思路 可 以 比喻 为 “推倒 多 米 诺 骨 牌 ”。 

假设 现在 有 很 多 多 米 诺 骨牌 排 成 一 列 。 只 要 保证 以 下 两 个 步 台 ,那么 无 论 多 米 诺 骨牌 
排 得 有 多 长 最 终 都 能 倒 下 。 


“步骤 1 
确保 让 第 0 个 多 米 诺 骨 牌 〈 排头 的 多 米 库 骨牌 ) 倒 下 
“步骤 2 


确保 只 要 推倒 第 上 个 多 米 诺 骨牌 ， 那 么 第 不 + 1 个 多 米 诺 骨牌 也 会 倒 下 


第 4 章 数学 归纳 法 一 一 如 何 征服 无 穷 数 列 | 95 


推倒 多 米 诺 骨牌 的 两 个 步骤 和 数学 归纳 法 的 两 个 步骤 一 一 对 应 。 
数学 归纳 法 并 不 像 “ 推 倒 多 米 诺 骨牌 ”那样 关注 所 用 的 时 间 。 数 学 归纳 法 和 编程 不 同 ， 
往往 使 用 的 是 忽略 时 间 的 方法 。 这 就 是 数学 和 编程 之 间 最 大 的 差异 。 


| 用 数学 归纳 法 证 明 小 高 斯 的 断言 


下 面 我 们 就 以 证 明 小 高 斯 的 断言 G(n) 为 例 具体 看 看 数学 归纳 法 。 首 先 讨 论断 言 G0n)。 


“断言 G(n); 0 到 nn 的 整数 之 和 与 之 加 相等 


使 用 数学 归纳 法 就 需要 通过 步骤 1 (基底 ) 和 步骤 2 (归纳 ) 来 证 明 。 


@ 步 又 1: 基底 的 证 明 
证 明 G(0) 成 立 。 
G(0) 就 是 “0 到 0 的 整数 之 和 与 9 出 相等 ”。 
这 可 以 通过 直接 计算 证 明 。0 到 0 的 整数 之 和 是 0，29 世 也 是 0。 
至 此 ,步骤 1 证明 完毕 。 


全 步骤 2: 归纳 的 证 明 
证 明 当 大 为 0 以 上 的 任 一 整数 时 ,“ 若 G(D 成 立 ， 则 GK + D 也 成 立 "。 
现 假设 G( 成 立 。 即 假设 “0 到 的 整数 之 和 与 他 出 相等"。 这 时 ， 以 下 等 式 成 立 。 
假设 成 立 的 等 式 G(1) 

_kx(k+1) 


0+1+2+ 十 天 
+1+2+.…+ 7 


下 面 ， 我 们 来 证 明 G(k + 1) 成 立 。 


要 证 明 的 等 式 G(k + 1) 


0+1+2+… 二 天 + 做 二 = + + D+ 


G(k+ 1) 的 左边 使 用 假设 的 等 式 C(O 可 以 进行 如 下 计算 。 
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G(k+1) 的 左边 =0+1+2+:…+k+(k+1) 
一 一 一 一 


G(A) 的 左边 

人 本 十 将 G(h) 的 左边 替换 为 G(k) 的 右边 

二 

G(k) 的 右边 
3 将 (k+ D 转换 为 分 数 形式 
_ kx(k+1)+2x(k+1) 局 
. 分 母 相同 ， 分 子 相 加 
K+l x(k+2) 合并 同类 项 t+ 1) 

2 


而 G(k+1) 的 右边 可 以 进行 如 下 计算 。 


GE+D) 的 右边 = 


(K+1)x((Kk+1)+1) 
2 


_(k+1)x(k+2) 
二 


算出 ((k + 1)+1) 的 结果 


G(k+ 了 的 左边 和 右边 的 计算 结果 相同 。 

由 此 ， 从 GO 到 G(k+ 1) 推导 成 功 ， 步 又 2 得 到 了 证 明 。 

至 此 ， 通 过 数学 归纳 法 的 步骤 1 和 步骤 2 证 明了 断言 G(n)。 也 就 是 说 通过 数学 归纳 法 
证 明了 断言 G(n) 对 于 0 以 上 的 任意 惑 数 n 都 成 立 。 


求 出 奇数 的 和 一 一 数学 归纳 法 实例 
本 节 ， 我 们 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 另 一 个 断言 。 
通过 数学 归纳 法 证 明 

请 证 明 以 下 断言 Q(n) 对 于 1 以 上 的 所 有 整数 都 成 立 。 


“断言 0O0D): 1+3+5+7+:…+(2xn-1)=m 
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Qn) 是 比较 有 意思 的 断言 。 按 从 小 到 大 的 顺序 将 n 个 奇数 相 加 ， 得 到 区 ， 即 平方 数 nxn。 
这 对 吗 ” 在 证 明之 前 ， 先 通过 较 小 的 数 n= 1,2,3,4,5 判断 O(n) 的 真 假 。 


"断言 0(1): 1=1? 
“断言 0(2): 1+3=22 

“断言 0(3): 1+3+5=3? 
“断言 0(4): 1+3+5+7=4? 
“断言 Q(5): 1+3+5+7+9=5? 


通过 以 上 计算 发 现 断 言 确实 是 成 立 的 。 


通过 数学 归纳 法 证 明 


下 面 我 们 来 证 明 “ 断 言 Q(n) 对 于 1 以 上 的 所 有 整数 n 都 成 立 "。 为 此 ， 需 要 通过 数学 
归纳 法 的 两 个 步骤 进行 证 明 。 

虽然 这 次 要 证 明 的 不 是 “0 以 上 的 ……”， 而 是 “1 以 上 的 ……”, 但 只 要 将 0 换 成 1 来 
进行 基底 的 证 明 就 可 以 使 用 数学 归纳 法 了 。 


@ 步 又 1: 基底 的 证 明 

证 明 0(1) 成立 。 

因为 0() = 12， 所 以 确实 成 立 。 

步骤 1 证 明 完毕 。 
@ 步 骤 2: 归纳 的 证 明 

证 明天 为 1 以 上 的 任意 整数 时 ,“ 和 若 2(0 成 立 ， 则 QC(k+ 1 也 成 立 ”。 现 假设 0(k) 成 
立 ， 即 以 下 等 式 成 立 。 

假设 成 立 的 等 式 Q(k) 

1+3+5+7+.…+(2xk-1)=k? 
下 面 证 明 CU + 1) 等 式 成 立 。 
要 证 明 的 等 式 QO(k + 1) 


1+3+5+7+…+(CXxK-D+Cx(KE+D=-TD=(E+ID 
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Q(k+ 1) 的 左边 使 用 假设 的 等 式 CO 可 以 进行 如 下 计算 。 


Qk+1) 的 左边 =1+3+5+7+:…+(2xk-1)+(2x(k+1)-1) 
一 


Q( 的 左边 
= Kk +2x(k+D)-D) 将 Q(R) 的 左边 替换 为 0(K) 的 右边 
Q(k) 的 右边 
= 性 +2xK+2-1 展开 2x(k+1) 
=k2+2xk+1 计算 2-1 


而 Q(k+1) 的 右边 可 以 进行 如 下 计算 。 


Q(k+1) 的 右边 =(k+1》 
=k*+2xk+1 展开 (k + 1)? 


Q(k+ 1) 的 左边 和 右边 计算 结果 相同 。 

由 此 ， 从 0(R) 到 QO(k+ 1) 推导 成 功 ， 步 又 2 得 到 了 证 明 。 

至 此 ， 通 过 数学 归纳 法 的 步骤 1 和 步 又 2 证 明了 断言 0(n)。 也 就 是 说 ， 通 过 数学 归纳 
法 ,证 明了 断言 O0D 对 于 1 以 上 的 任意 整数 n 都 成 立 。 
| 图 形 化 说 明 

断言 Q(n) 也 可 以 用 图 来 进行 说 明 。 下 面 我 们 来 看 看 0(5) 的 图 示 (图 4-3 )。 


[图 4-3 ”0Q(5) 的 图 示 
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1 块 效 砖 、3 块 次 砖 、5 块 瓷砖、7 块 效 砖 、9 块 次 砖 可 以 构成 5x5 的 正方 形 。 这 正好 
相当 于 断言 Q(5)。 
通过 网 示 来 进行 说 明 是 直观 易 懂 的 。 但 是 过 于 依赖 图 就 有 问题 了 。 下 一 节 我 会 举 出 几 
个 容易 为 图 所 惑 的 例子 ， 一 起 看 看 吧 。 


黑白 棋 思 考题 一 一 错误 的 数学 归纳 法 


本 广 ， 我们 来 看 几 个 使 用 数学 归纳 法 时 被 图 干扰 的 例子 。 问 题 已 经 准备 好 了 ， 我 们 来 
找 出 证 明 过 程 中 的 错误 吧 。 


思考 题 ( 黑白 棋子 的 颜色 ) 


黑 特 棋 一 面 是 白色 ， 是 黑色 (图 4-4)。 现 在， 我 们 往 棋 盘 上 随便 扔 几 枚 棋子 。 有 
时 会 碰巧 都 是 白色 或 都 是 黑色 。 但 有 了 时 既 有 白 棋 ， 也 有 黑 棋 。 


图 4-4” 黑白 棋 的 颜色 ( 一 面 是 白色 ， 另 一 面 是 黑色 ) 


ES 
Ss = 


使 用 数学 归纳 法 可 以 “证 明 ” 投 掷 的 黑白 棋 的 颜色 一 定 相 同 。 然 而 现实 中 这 却 是 不 可 能 的 。 

那么 ， 请 找 出 下 述 “ 证 明 ” 中 的 错误 之 处 。 

假设 n 为 1 以 上 的 整数 ， 用 数学 归纳 法 证 明 以 下 断言 7T(n) 对 于 1 以 上 的 所 有 整数 n 都 
成 立 。 

“断言 Tln): 投 捕 姥 枚 黑白 横 ， 所 有 棋子 的 颜色 一 定 相同 
@ 步 又 1: 基底 的 证 明 

证 明 TQ) 成 立 。 

断言 T(1) 即 “投掷 1 枚 黑白 棋子 时 ， 所 有 棋子 的 颜色 一 定 相 同 ”。 横 子 只 有 1 个 ， 颜 
色 当 然 只 有 1 种， 因此 7(1) 成 立 。 
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这 样 ， 步 又 1 就 得 到 了 证 明 。 


@ 步 又 2: 归纳 的 证 明 

证 明 当 为 1 以 上 的 任意 副 数 时 ,“ 千 TD 成 立 ， 则 T(k+ 1) 也 成 立 ”。 

首先 假设 “投掷 天 枚 黑白 棋子 时 ， 所 有 棋子 的 颜色 一 定 相 同 ”成 立 。 现 假设 投掷 天 
枚 棋子 后 ， 再 投掷 一 枚 黑白 横 。 那 么 投掷 的 棋子 总 数 为 K+ 工 枚 。 

这 里 ， 将 投掷 的 棋子 以 每 大 枚 为 单位 分 为 两 组 ， 分 别 将 这 两 组 称 为 A 和 B (图 4-5)。 


[图 4-5 将 投 据 的 棋子 以 每 上 枚 为 单位 分 为 两 组 


A 组 k 枚 棋子 B 组 k 枚 棋子 


( 根据 假设 颜色 相同 ) ( 根据 假设 颜色 相同 ) 


一 1 枚 两 组 共有 的 棋子 


因为 “投掷 上 枚 黑白 棋子 时 ， 所 有 的 棋子 的 颜色 一 定 相 同 ” 的 假设 成 立 ， 所 以 A 组 的 
棋子 (k 枚 ) 和 B 组 的 棋子 (k 枚 )， 分 别 都 是 相同 色 。 而 通过 图 4-5 可 见 ， 两 组 共有 的 棋 
子 为 k--1 枚 。 因 为 各 组 的 棋子 颜色 相同 ， 又 有 两 组 共有 的 棋子 ， 所 以 +1 枚 棋子 颜色 相 
同 。 这 就 是 断言 T(k + 1)。 

这 样 ， 步 又 2 就 得 到 了 证 明 。 
通过 数学 归纳 法 ,证 明了 断言 7(n) 对 于 1 以 上 的 所 有 整数 nn 都 成 立 。 这 个 证 明 有 什么 
不 对 的 地 方 呢 ? 


| 提示 : 不 要 为 图 所 惑 
数学 归纳 法 由 两 个 步 又 组 成 。 我 们 依次 看 看 步 又 1 和 步 又 2， 找 找 错 在 哪里 。 请 注意 
不 要 为 图 所 惑 。 
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思考 题 答 案 
步骤 1 没有 问题 。 若 棋子 只 有 工 枚 ， 那 么 就 只 有 1 种 颜色 。 
问题 在 步骤 2 的 图 (图 4-5) 中 。 实 际 上 ,该 图 在 k= 1 时 不 成 立 。k= 工时 ， 两 组 棋子 
分 别 都 只 有 1 枚 。 双 方 共 有 的 棋子 为 k-1 枚 ,而 -1=0， 所 以 不 存在 同属 于 两 个 组 的 棋 
子 (图 4-6)。 


[图 4-6 x=1 的 情况 


A 组 k 枚 棋子 B 组 k 枚 棋子 
( 根据 假设 颜色 相同 ) ( 根据 假设 颜色 相同 ) 


k= 1 时 ， 不 存在 同属 于 两 个 组 的 棋子 


因此 在 数学 归纳 法 的 两 个 步 又 中 ， 纱 又 2 是 无 法 得 到 证 明 的 。 
图 虽然 方便 ,但 是 通过 本 例 可 知 ， 光 靠 图 来 解 题 是 可 能 存在 问题 的 。 


上 编程 和 数学 归纳 法 


下 面 我 们 站 在 程序 员 的 角度 来 思考 数学 归纳 法 。 


通过 循环 表示 数学 归纳 法 


程序 员 朋友 在 学 习 数 学 归纳 法 时 ， 将 证 明 当 作 编 程 来 考虑 可 能 更 容易 理解 。 例 如 ， 代 
码 清单 4-1 所 示 的 程序 是 一 个 C 语言 函数 ， 功 能 是 “证 明 断 言 P(n) 对 于 给 定 的 0 以 上 的 整 
数 半 都 成 立 ”。 如 果 完 成 了 步骤 1 和 步骤 2 的 证 明 ， 那 么 只 要 调用 该 函数 就 能 将 “对 于 任意 
整数 n, Pn) 成 立 ” 的 证 明 过 程 显示 出 来 。 
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代码 清单 下 划 prove 函数 ， 证 明 P(n) 成 立 


void prove(int n) 


{ 
int k; 
printf(" 现在 开始 证 明 P(%d) 成 立 。\n"，n); 
k = 6 
printf(" 根据 步骤 1 得 出 P(%d) 成 立 。\n"，k); 
while (kK< n) { 
printf(" 根据 步骤 2 可 以 说 “ 若 P(%d) 成 立 ， 则 P(%d) 也 成 立 ”。Nn"，Kk，Kk + 1); 
printf(" 因此 ， 可 以 说 “P(%d) 是 成 立 的 ” Nn"，K + 1); 
k=k+1; 
} 
printf(" 证 明 结 束 。\n"); 
} 


传人 实际 的 参数 ， 调 用 prove(n) 函数 ， 会 输出 断言 Pn) 成 立 的 证 明 过 程 。 
例如 ， 调 用 prove(0)， 会 输出 下 述 断 言 P(0) 的 证 明 过 程 。 


现在 开始 证 明 P(0) 成 立 。 
根据 步骤 1 得 出 P(0) 成 立 。 
证 明 结束 。 


而 调用 prove(1),， 会 输出 下 述 断 言 P(1) 的 证 明 过 程 。 


现在 开始 证 明 P(1) 成 立 。 

根据 步骤 1 得 出 P(0) 成 立 。 

根据 步骤 2 可 以 说 “ 若 P(0) 成 立 ， 则 PQ) 也 成 立 ”。 
为 此 ， 可 以 说 “P() 是 成 立 的 ”。 

证 明 结束 。 


我 们 再 调用 prove(2), 会 输出 下 述 断 言 P(2) 的 证 明 过 程 。 
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现在 开始 证 明 P(2) 成 立 。 

恨 据 步 又 1 得 出 P(O) 成 立 。 

根据 步骤 2 可 以 说 “ 若 P(0) 成 立 ， 则 PQ) 也 成 立 ”。 
因此 ， 可 以 说 “PQ) 是 成 立 的 ”。 

民 据 步 又 2， 可 以 说 “ 若 PO) 成 立 ， 则 PQ2) 也 成 立 ”。 
因此 ， 可 以 说 “PC) 是 成 立 的 ”。 

正明 结束 。 


3 


过 


er 


从 prove 困 数 的 运行 结果 可 以 发 现 ， 首 先 在 步骤 1 中 证 明了 出 发 点 ， 然 后 让 大 逐次 递增 1， 
每 次 都 进行 步骤 2 的 证 明 。 由 于 C 语言 的 int 类 型 有 大 小 限制 ， 实 际 上 不 能 进行 无 穷 数 的 证 
明 。 不 过 从 其 结构 可 以 看 出 ， 如 果 反 复 进 行 步 又 2 的 证 明 ， 是 可 以 证 明 P(O) 到 Pn) 的 。 

阅读 这 段 代码 之 后 ， 大 家 I “只 通过 = 1 和 步骤 2， 就 证 明了 0 以 上 的 任 
意 整数 这 一 数学 归纳 法 的 思路 了 吧 。 这 就 像 逐 层 递 增 的 阶梯 〈《 图 4-7 )。 


| 4-7 ”prove 函数 的 行为 


步骤 2 (归纳 ) 


步骤 2 〈 归纳 ) 
| P(n) 
步骤 2 (归纳) 


步骤 2 (归纳 ) 
P(3) 
(归纳 ) 
PO) 
P 


(1) 


步骤 1 ) P(0) 


在 学 校 学 习 数 学 归纳 法 之 初 ， 我 不 是 很 理解 这 个 结构 。 虽 说 等 式 的 计算 并 没有 那么 
难 ， 但 我 不 认为 数学 归纳 法 是 有 效 的 证 明 方法 。 当 初 我 搞 不 明白 的 是 步骤 2。 在 步骤 2 中 ， 
要 假设 P(O 成 立 ， 推 导出 PK + ID)。 我 当时 却 想 :“P(o 不 是 现在 要 证 明 的 式 子 吗 ? 如 果 这 
样 假设 就 谈 不 上 证 明了 吧 。” 现 在 想起 来 ， 我 是 把 prove 函数 的 输入 参数 n( 目标 阶梯 ) 和 
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prove 函数 中 使 用 的 本 地 变量 大 (途经 阶梯 ) 混为一谈 了 。 


循环 不 变 式 


熟练 掌握 数学 归纳 法 的 思路 对 于 程序 员 来 说 是 相当 重要 的 。 例 如 ， 要 在 程序 中 编写 循 
环 处 理 (loop ) 时 数学 归纳 法 是 非常 有 用 的 。 

在 编写 循环 时 ， 找 到 让 每 次 循环 都 成 立 的 逻辑 表达 式 很 重要 。 这 种 逻辑 表达 式 称 为 循 
环 不 变 式 (loop invariant )。 循 环 不 变 式 相当 于 用 数学 归纳 法 证 明 的 “断言 ”。 

循环 不 变 式 用 于 证 明 程 序 的 正确 性 。 在 编写 循环 时 ， 思 考 一 下 “这 个 循环 的 循环 不 变 
式 是 什么 ”就 能 减少 错误 。 

光 这 么 说 也 许 不 容易 理解 。 我 还 是 以 一 个 非常 简单 的 例子 来 讲解 循环 不 变 式 吧 。 

代码 清单 4-2 是 用 C 语言 写 的 sum 函数 ， 功 能 是 求 出 数组 元 素 之 和 。 参 数 array[] 是 待 
求 和 的 数组 ，size 是 这 个 数组 的 元 素数 。 调 用 sum 函数 ， 会 获得 array[0] 至 array[size -1] 的 
size 个 元 素 之 和 。 


代码 清单 二 2 和 sum 函数 ， 求 出 数组 的 元 素 之 和 


int sum(int array[]，int size) 


{ 
int k = 8; 
int s = 0) 
while (k < size) { 
s= s+ array[k]; 
k=k+1; 
} 
return s; 
} 


在 sum 函数 中 使 用 了 简单 的 while 循环 语句 。 我 们 从 数学 归纳 法 的 角度 来 看 这 个 循环 ， 
得 出 下 述 断 言 M(n)。 这 个 断言 就 是 循环 不 变 式 。 


"断言 M(n): 数组 array 的 前 妹 个 元 素 之 和 ， 等 于 变量 8 的 值 


我 们 在 程序 中 成 立 的 断言 上 标注 注释 ， 形 成 代码 清单 4-3 所 示 的 代码 。 
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代码 清单 3 在 代码 清单 4-2 中 成 立 的 断言 上 标注 注释 


1: int sum(int array[], int size) 
2: 1{ 

3 int k = 6; 

4: int s = @; 

5: /* M(@) */ 

6 while (k < size) { 

7 A MEY 7 

8 s= s+ array[k]; 
9: /* M(k+1) */ 

16 : k=k+1; 

11: pe Cb) 

12: } 

13: /* M(size) */ 

14: return s; 

153. 让 


在 代码 清单 4-3 的 第 4 行 ，s 初始 化 为 0。 由 此 ,第 5 行 的 M(0) 成立。M(0) 即 为 “ 数 
组 array 的 前 0 个 元 素 之 和 等 于 变量 s 的 值 "。 这 相当 于 数学 归纳 法 的 步骤 1 ( 图 4-8 )。 


[图 4-8 ”数学 归纳 法 的 步骤 1 ( M(0) 成 立 ) 


k=0 


由 于 s =0， 
所 以 s 为 前 0 个 元 素 之 和 


数组 array 


第 7 行 中 ，M(A) 成 立 。 然 后 进行 第 8 行 的 人 处理， 将 数组 array[#] 的 值 加 入 s， 因 此 
MKE+D) 成 立 。 这 相当 于 数学 归纳 法 的 步 又 2 (图 4-9 )。 
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[图 4-9 | 数学 归纳 法 的 步骤 2 ( M(k) = M(k + 成 立 ) 


k k+l1 


array[k] 


s 为 前 面 上 个 元 素 之 和 


将 array[ 岂 加 入 sy， 
s 即 为 前 面 上 + 1 个 元 素 之 和 


请 一 定 要 理解 第 8 行 ， 


s= s+ array[k]; 


意 为 “在 M(A 成 立 的 前 提 下 ，M(Kk + 1) 成 立 ”。 

第 10 行 中 上 递增 1， 所 以 第 1 行 的 M(D 成 立 。 这 里 是 为 了 下 一 步 处 理 而 设 定 变量 
的 值 。 

最 后 ,第 13 行 的 M(size) 成 立 (图 4-10 )。 因 为 while 语句 中 的 大 递增 了 1， 而 这 时 一 
直 满 足 M(K)， 走 到 第 13 行 时 大 和 size 的 值 相等 。M(size) 成 立 说 明 sum 函数 是 没有 问题 的 。 
因此 ， 第 14 行 return 返回 结果 。 


吕 | 


[图 4-10 M(size) 成 立 


k= size 


当 k 等 于 size 时 ， 
5 为 所 有 元 素 之 和 


综 上 所 述 ， 这 个 循环 在 上 从 0 增加 到 size 的 过 程 中 一 直 保 持 循 环 不 变 式 M( 成 立 。 编 
写 循环 时 ， 有 两 个 注意 点 。 一 个 是 “达到 目的 ”， 还 有 一 个 是 “适时 结束 循环 "”。 循 环 不 变 
式 M(A 就 是 为 了 确保 “达到 目的 ”。 而 大 从 0 到 size 递增 确保 了 “适时 结束 循环 ”。 
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代码 清单 4-4 中 ， 写 明了 M( 成 立 的 同时 上 递增 的 情形 。( 和 表示 “并 且 ”) 


攻 伐 码 清单 二 4 Mo 成 立 的 同时 大 递增 
int sum(int array[], int size) 


{ 


int k = @; 

int s = @; 

We MLO A Le EE (0 

while (k < size) { 
AL 古河 | 
s= s+ array[k]; 
WM i 
k=k+1; 
EM A 

} 

We Me A De Ee Su 


return s; 


看 了 以 上 循环 不 变 M(A) 在 每 次 循环 时 都 成 立 的 情形 之 后 ， 大 家 是 否 都 掌握 了 呢 ? 


本 章 小 结 


本 昔 我 们 学 习 了 数学 归纳 法 。 数 学 归纳 法 是 证 明 断 言 对 于 0 以 上 的 所 有 整数 n 都 成 立 
的 方法 。 只 需要 两 个 步骤 就 能 够 证 明 无 穷 数 的 断言 。 非 常 有 意思 吧 ! 

用 数学 归纳 法 进行 证 明 ， 说 起 来 就 像 是 推倒 有 关 整 数 的 多 米 诺 骨牌 。 步 又 2 的 证 明 ， 
就 是 让 “下 一 张 多 米 诺 骨牌 ” 倒 下 。 为 此 ， 必 须 弄 清楚 “P(o 推进 到 P(k+1) 的 过 程 ”。 这 种 
数学 归纳 法 的 思路 在 程序 员 编 写 循环 时 也 是 非常 重要 的 。 

下 一 章 ， 我 们 学 习 计 数 方法 。 
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@ 课 后 对 话 


老师 : 首先 假设 一 条 腿 可 以 往 前 迈 一 步 。 

学 生 : 咽 。 

老师 : 然后 假设 另 一 条 腿 无 论 什 么 情况 都 能 迈 出 去 。 

学 生 : 那 会 怎样 ? 

老师 : 那样 的 话 ， 就 能 够 行进 到 无 限 的 远方 。 这 就 是 数学 归纳 法 。 


CHAPTER 5 


排列 组 合 


一 一 解决 计数 问题 的 方法 
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@ 课 前 对 话 

: 把 所 有 情况 都 数 出 来 好 难 啊 ! 
师 : 不 遗漏 、 不 重复 地 去 数 是 关键 。 
: 总 之 要 非常 仔细 地 数 吧 ? 

师 : 光 这 样 不 行 噢 ! 

生 : 还 要 怎么 样 呢 ? 

师 : 还 需要 认 清 计数 对 象 的 性 质 。 


片 


路 站 中 性 上 号 与 
片 


本 章 学 习 内 容 


本 章 我 们 来 学 习 “ 数 数 "。 无 论 在 日 常生 活 中 还 是 编程 中 ， 准 确 无 误 地 计数 都 非常 重 
要 。 那 么 如 何 才能 做 到 呢 ? 简 而 言 之 ,就 是 要 不 遗漏 、 不 重复 地 去 计数 。 

我 们 首先 学 习 “ 数 数 ” 与 整数 的 对 应 关系 。 接 着 ， 我 会 穿插 一 些 具体 的 例子 逐一 介绍 
加 法 法 则 、 乘 法 法 则 、 置 换 、 排 列 、 组 合 等 计数 方法 。 但 是 不 要 死记 便 背 这 些 方法 ， 而 要 
注意 这 些 方法 是 如 何 推导 出 来 的 ， 如 何 做 到 “不 遗漏 、 不 重复 ”地 与 整数 对 应 起 来 。 


计数 一 与 整数 的 对 应 关系 


何谓 计数 
我 们 每 天 的 生活 都 离 不 开 计数 。 


。 外 出 购物 时 ， 数 出 苹果 的 数量 

。 乘 电车 时 ， 数 出 距离 目的 地 还 有 几 站 

。 扑克 游戏 中 数 出 自己 还 有 几 张 牌 

“ 数 数 ”对 我 们 来 说 是 家 和 常 便 饭 。 然 而 ,“ 数 数 ” 究 其 是 一 种 怎么 样 的 行为 呢 ? 
例如 ， 要 数 出 面前 摆 放 的 牌 数 时 ， 我 们 依次 进行 下 述 动作 。 


" 选 出 1 张 还 没 数 的 牌 ， 说 “1” 
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* 选 出 1 张 还 没 数 的 牌 ,说 “2” 
* 选 出 1 张 还 没 数 的 牌 ,说 “3” 

出 


. 选 出 1 张 还 没 数 的 牌 ，…… 


重复 以 上 动作 直到 数 完 所 有 牌 为 止 ， 最 后 自己 所 报 之 数 就 是 牌 数 。 ”这 是 一 个 将 计数 对 
象 与 整数 对 应 起 来 的 过 程 。 只 要 与 整数 正确 对 应 ， 计 数 的 结果 就 是 正确 的 。 


| 注意 “和 遗漏 ” 和“ 重复" 


计数 时 必须 要 注意 的 是 “遗漏 ”和 “重复 "。 

遗漏 就 是 没有 数 全 所 有 的 数 ， 有 漏 数 的 情况 。 换 言 之 ， 就 是 “明明 还 有 没 数 到 的 ， 却 
错 认为 数 过 了 ”。 

重复 则 和 “遗漏 ”恰恰 相反 ,是 将 已 经 数 了 的 ， 又 多 数 了 一 次 或 几 次 。 

有 “遗漏 ”或 “重复 ”， 就 不 能 正确 计数 。 反 之 ， 没 有 “遗漏 ”和 “重复 ”， 就 能 正确 
计数 。 

我 们 在 数 扑 克 牌 时 ， 借 助手 指 将 牌 与 整数 一 一 对 应 。 但 是 ， 这 种 方法 只 能 用 于 牌 数 较 
少 的 情况 。 如 果 有 几 千 张 、 其 至 几 万 张 牌 的 话 ， 用 手 就 数 不 过 来 了 。 

在 计数 对 象 多 得 不 能 直接 数 时 ， 就 需要 找到 计数 对 象 与 整数 之 间 的 “对 应 规则 ”了 。 
为 此 ， 必 须 理解 计数 对 象 具 有 怎么 样 的 特性 和 结构 。 我 们 记 着 这 点 ， 往 下 看 具体 问题 。 


植树 问题 一 一 不 要 起 记 0 


】 植树 问题 思考 题 
4 思考 题 _ 植树 问题 
在 10 米 长 的 路 上 ， 从 路 的 一 端 起 每 隔 1 米 种 1 棵 树 ， 那 么 需要 种 多 少 棵 树 ? 


令 解答 
从 路 的 一 端 起 每 隔 1 米 种 1 棵 树 的 意思 就 是 在 距离 路 的 一 端 0 米 、1 米 、2 米 、3 米 、 


QD 严格 来 说 ， 用 这 个 方法 数 不 了 0 张 牌 。 
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4 米 、5 米 、6 米 、7 米 、8 米 、9 米 、10 米 的 位 置 种 树 。 因 此 ， 需 要 11 棵 树 (图 5-1)。 
答案 : 11 棵 。 


| 图 5-1 在 10 米 长 的 路 上 每 隔 1 米 种 1 棵 树 


d 


EE 需要 11 棵 


@ 植树 问题 

本 题 是 非常 著名 的 植树 问题 。 有 些 人 会 下 意识 地 计算 10 :+ 1 = 10， 认 为 只 要 10 棵 树 
就 够 了 。 不 要 忘记 0 这 点 很 重要 。 像 上 述 解答 方法 那样 在 纸 上 画 图 数 数 也 是 一 种 好 方法 。 
10 = 1 的 结果 10 并 不 是 树 的 棵 数 ， 而 是 “ 树 与 树 的 间隔 数 "。 


4 思考 题 一 一 最 后 的 编号 
内 存 中 排列 着 程序 要 处 理 的 100 个 数据 。 从 第 1 个 开始 顺 次 编号 为 0 号 、1 
号 、3 号 …… 那 么 ， 最 后 1 个 数据 的 编号 是 多 少 ? 


由 
iD 


4 解答 
现 整理 如 下 。 


“第 1 个 数据 是 0 号 
. 第 2 个 数据 是 1 号 
. 第 3 个 数据 是 2 号 
. 第 4 个 数据 是 3 和 号 


。 第 100 个 数据 是 99 号 


答案 : 99 号 。 
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外 归纳 总 结 
这 道 题 的 实质 和 植树 问题 一 样 。 通 常 ,将 n 个 数据 从 0 开始 编号 ， 最 后 的 数据 为 n 一 1 号 。 
倍 到 这 样 的 思考 题 ， 很 少 有 人 答 错 。 而 到 了 实际 编程 的 时 候 ， 面 对 同样 的 问题 却 有 很 
多 人 出 错 了 。 其 实 ， 只 要 将 上 面 写 的 


“第 上 个 数据 是 Kk 一 1 号 


作为 普遍 规则 来 掌握 的 话 就 不 那么 容易 出 错 了 。 这 一 点 很 重要 。 

不 管 有 多 少 个 数据 ， 只 要 抓 仁 上述“ 第 个 数据 是 上 - 1 号 ”的 对 应 关系 ， 就 能 将 计数 
对 象 与 整数 对 应 起 来 ， 正 确 地 数 出 结果 。 

在 计数 对 象 比较 少 的 情况 下 ,我 们 可 以 用 手数 。 但 是 ,不 能 就 这 样 完 事 了 。 更 重要 
的 是 找到 更 为 普遍 的 规则 ， 并 使 用 该 规则 “将 计数 对 象 与 整数 对 应 ”起 来 。 这 就 是 所 谓 的 
“ 认 清 计数 对 象 的 性 质 ”。 

我 们 再 深入 一 些 ， 探 讨 一 下 思维 方式 。 在 植树 问题 中 ， 只 要 棵 数 少 ， 用 手指 数 也 能 数 
清楚 ( 图 5-2 )。 


[图 5-2 树 的 棵 数 少 的 时 候 


10 米 
车 革 奉 夺 夺 革 村 车 村 夺 和 


用 手指 数 


11 棵 


但 这 还 不 够 ,更 为 重要 的 是 要 使 用 变量 n 将 问题 抽象 出 来 (图 5-3 )。 
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| 图 53 ”对 问题 进行 抽象 思考 


10 米 
伴 夺 年 硅 主音 大 达 章 看 们 


[em 


11 棵 


一 一 


象 化 


n 米 


n 米 一 n+1 棵 


因为 如 此 一 来 ， 即 便 是 碰 到 用 手指 数 不 了 的 较 大 的 数 ， 也 能 顺利 解决 问题 ( 图 5-4 )。 


‖ 图 5-4 


抽象 化 后 ， 再 大 的 数 也 能 解决 


10 000 米 


YT 


, 


X 大 


用 手指 数 


10 001 棵 


抽象 化 


运用 


n 米 


| 


n 米 一 n+1 棵 
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”加 法 法 则 
要 数 出 分 为 两 个 集合 的 事物 时 ， 可 以 使 用 加 法 法 则 。 
加 法 法 则 


令 思 考题 
在 一 副 扑 克 牌 中 ， 有 10 张 红 桃 数字 牌 ( A, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 )，3 张 红 桃 花 牌 
(J,Q, K )。 那么 红 桃 共有 多 少 张 ? 


令 思 考题 答案 


数字 有 牌 10 张 ,， 加 上 花 牌 3 张 , 共有 13 张 。 
答案 : 13 张 。 


@ 加 法 法 则 
上 面 的 问题 非常 简单 ， 它 所 使 用 的 就 是 加 法 法 则 。 加 法 法 则 就 是 将 无 “重复 ”元 素 的 
两 个 集合 4、 的 元 素数 相 加 ， 得 到 4 U 8B 的 元 素数 。 


A UB 的 元 素数 =4 的 元 素数 + B 的 元 素数 


如 果 将 集合 4 的 元 素数 写作 |4|， 集 合 B 的 元 素数 写作 |8|， 那 么 加 法 法 则 就 可 以 用 以 
下 等 式 来 表示 。 


荆 


IAUB|=|A|+|8| 
在 上 题 中 ,集合 4 就 相当 于 红 桃 数字 牌 , 集合 B 就 相当 于 红 桃 花 牌 。 
红 桃 牌 的 张 数 = 红 桃 数字 牌 的 张 数 + 红 桃 花 牌 的 张 数 


但 是 ， 加 法 法 则 只 在 集合 中 没有 重复 元 素 的 条 件 下 成 立 。 有 重复 的 情况 下 ， 必 须 减 去 
重复 才能 得 到 正确 的 数量 。 我 们 接着 来 看 下 一 题 。 
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令 思 考题 


控制 亮 灯 的 扑克 上 牌 
在 一 副 扑克 牌 中 ， 有 13 个 级 别 (A, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, J, Q, K ) (图 5-5 )。 这里， 
我 们 分 别 将 A, J, Q, K 设 为 整数 1, 11, 12, 13。 


5-5 ”扑克 上 牌 的 级 别 


日 
VLYV 
A 


lss ose se 
VaIEVAIEVAIEVAIEVAIEVA VA 
J] Q Kk 


在 你 面前 有 一 个 装置 ， 只 要 往 里 面 放 入 1 工 张 牌 ， 它 就 会 根据 牌 的 级 别 控制 灯泡 的 亮 
灭 。 我 们 设 放 入 的 扑克 牌 的 级 别 为 n( 1~13 的 整数 )。 


. 若 是 2 的 倍数 ， 则 亮 灯 
. 若 " 是 3 的 倍数 ， 也 亮 灯 
. 若 


n 既 不 是 2 的 倍数 ， 也 不 是 3 的 倍数 ， 则 灭 灯 


往 这 个 装置 中 依次 放 入 13 张 红 桃 ， 其 中 亮 灯 的 有 多 少 张 牌 呢 ? 


在 整数 1]~13 里 面 ，2 的 倍数 有 2,4,6,8, 10,12， 共 6 个 
。 在 整数 1~13 里 面 ，3 的 倍数 有 3,6,9, 12， 共 4 个 
.既是 2 的 倍数 ， 又 是 3 的 倍数 的 有 6,12， 共 2 个 


因此 ， 亮 灯 的 牌 数 为 6+4-2=8。 
答案 : 8 张 。 


@@ 容 斥 原理 
大 家 刚才 有 没有 注意 到 2 的 倍数 和 3 的 倍数 中 有 “重复 ”的 数 呢 ? 2 的 倍数 和 3 的 倍 
数 的 共同 部 分 ( 重复 部 分 )， 就 是 6 的 倍数 ( 图 5-6 )。 
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‖ 图 56， 容 斥 原 理 ( 2 的 倍数 和 3 的 倍数 ) 


6 的 倍数 
2 的 倍数 Bo 3 的 倍数 


四 四 四 加 
LILJLOJLS 


既 不 是 2 的 倍数 ， 也 不 是 3 的 倍数 


2 的 倍数 的 个 数 ， 加 上 3 的 倍数 的 个 数 ， 再 减 去 重复 的 个 数 ， 就 是 容 斥 原理 ( the 
principle of inclusion and exclusion )。 这 是 “考虑 了 重复 元 素 的 加 法 法 则 ”。 


集合 A、B 的 元 素 总 数 =4 的 元 素数 + B 的 元 素数 -A 和 B 共 同 的 元 素数 


如 果 将 集合 4 的 元 素数 写作 |4|， 容 斥 原理 可 以 用 下 述 等 式 表 示 。 
4uB=IM4l+IBI-IAnBI 


即 4 的 元 素数 |4| 和 B 的 元 素数 四 | 相 加 ， 再 减 去 重复 的 元 素数 |4 mn Bl。 
在 使 用 容 斥 原理 时 ， 必 须 弄 清 “ 重 复 的 元 素 有 多 少 "。 这 也 是 “ 认 清 计数 对 象 性 质 ” 的 
一 个 例 竹 5 
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乘法 法 则 
本 节 ， 我 们 学 习 根据 两 个 集合 进行 “元 素 配对 ”的 法 则 。 
乘法 法 则 


令 思 考题 一 一 红 桃 的 数量 
在 一 副 扑 克 牌 中 ， 有 红 桃 、 黑 桃 、 方 片 、 梅 花 四 种 花色 。 每 个 花色 都 有 A, 2, 3, 4, 5， 
6, 7, 8, 9, 10, J, Q, K 这 13 个 等 级 。 那 么 ， 一 副 扑 克 牌 共有 多 少 张 ? (这 里 除去 王牌 ) 


令 思 考题 答案 


在 一 副 扑克 牌 中 ，4 种 花色 都 各 有 13 张 。 因 此 ， 要 求 的 牌 数 可 通过 下 述 算 式 得 出 。 


4x13=52 


答案 : 52 张 。 


@ 乘 法 法 则 
将 扑克 牌 排 成 图 5-7 所 示 的 长 方形 ， 就 能 明白 为 什么 要 用 乘法 来 计算 元 素数 了 。 


人 图 5-7 动手 排列 扑克 上 牌 


13 张 
All2|31141511611718191ol7llaQalK 
SDV VV YY 

4 All2|31411511617181o91ol7llalK 
种 4 AAA AAA 人 
色 All2|3|14|15116117181o91ol7llalK 
ji 
All2|3|14115116117181o1o Q | K 
听 | 叶 | 叶 | 叶 || 叶 | 叶 | 时 | 风 串 || 史册 | 网 
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扑克 牌 有 4 种 花色 ， 每 种 花色 又 分 别 有 13 张 。 遇 到 这 种 “分 别 有 ” 的 情况 时 ， 往 往 只 
需要 乘法 计算 便 可 求 出 结果 。 这 又 是 “ 认 清 计数 对 象 性 质 ” 的 一 例 。 

这 里 所 用 的 是 乘法 法 则 。 

有 A 和 B 这 2 个 集合 。 现 假设 要 将 集合 4 的 所 有 元 素 与 集合 B 的 所 有 元 素 的 组 合 起 
来 。 这 时 组 合 的 总 数 就 是 2 个 集合 的 元 素数 相 乘 所 得 出 的 结果 。 我 们 将 集合 4 的 元 素数 写 
作 |A|,， 集合 8B 的 元 素数 写作 1B|， 那么 元 素 的 组 合 数 就 如 下 所 示 。 


IA| x 加 | 


从 集合 4 和 集合 B 中 各 取出 1 个 元 素 作 为 一 组 ， 所 有 这 种 组 合 的 集合 即 为 4xB， 可 以 
表示 如 下 。 


I4xBl=|A|x|B| 
假设 4 为 扑克 牌 花 色 的 集合 ，B 为 扑克 牌 级 别 的 集合 ， 那 么 这 些 元 素 列 举 如 下 。 
集合 4= { 红 桃 , 黑 桃 , 方 片 ,梅花 } 
集合 B= {A, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9, 10, J, Q, K} 
而 集合 4 x B 列举 如 下 


集合 AxB={ 
( 红 桃 ,A ),( 红 桃 ,2 ),( 红 桃 ,3 ),…,( 红 桃 , K ) 
( 黑 桃 , A ),( 黑 桃 ,2 ),( 黑 桃 ,3 ),…,( 黑 桃 , K)， 
( 方 片 ,A ),( 方 片 ,2 ),( 方 片 ,3 ),…,( 方 片 ,K)， 
(梅花 , A ),( 梅花 , 2 ),( 梅花 , 3 ),…,( 梅花, KK) 
} 


由 于 扑克 牌 只 有 52 张 牌 ， 因 此 可 以 如 图 5-7 那样 画图 确认 。 不 过 只 要 很 好 地 理解 计数 对 象 
的 性 质 ， 即 便 遇 到 难以 通过 图 示 来 解决 的 大 数 ， 也 能 正确 进行 计算 。 下 面 我 们 来 做 些 练习 吧 。 


令 思 考题 一 一 3 个 般 子 
将 3 个 写 有 数字 1 到 6 的 货 子 并 列 放置 ， 形 成 一 个 3 位 数 ， 共 能 形成 多 少 个 数 ?( 例 
如 ， 几 5-8 所 示 排 列 ， 形 成 数 255。) 
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5-8 ”并 列 放 置 3 个 仙 子 ， 形 成 3 位 数 


3 5 


aie 


4 思考 题 答案 

第 1 个 山子 有 1, 2, 3, 4, 5, 6 共 6 种 情况 。 

与 第 1 个 骨 子 的 6 种 情况 相对 应 ， 第 2 个 骨 子 也 有 6 种 情况 。 因 此 前 2 个 贷 子 共有 
6 x 6 种 情况 (乘法 法 则 )。 

第 1 个 山子 有 6 种 情况 ， 与 之 相对 的 第 2 个 奶子 也 有 6 种 情况 ， 而 在 此 基础 上 第 
3 个 蜗 子 又 有 6 种 情况 。 因 此 3 个 山子 共有 6 x 6 x 6 种 情况 (乘法 法 则 )。 计 算 可 得 
6x6x6=216。 

答案 : 216 个 。 


令 思 考题 一 一 32 个 灯泡 
1 个 灯泡 有 亮 和 灭 2 种 状态 。 若 将 32 个 这 样 的 灯泡 排 成 一 排 ， 则 共有 多 少 种 亮 灭 模 
式 (图 5-9)。 


5-9 32 个 灯泡 


BOOOOOON MOOMOOOWO OOOVWOOOW WOOOVOOO 


4 思考 题 答案 

1 个 灯泡 有 亮 和 灭 2 种 模式 。 

与 之 相对 ， 第 2 个 灯泡 也 有 亮 和 灭 2 种 模式 。 因 此 ， 根 据 乘法 法 则 ， 前 2 个 灯泡 共 
有 2x2=4 种 模式 。 

而 第 3 个 灯泡 相对 于 前 面 4 种 模式 又 有 亮 和 灭 2 种 模式 。 因 此 ， 根 据 乘法 法 则 , 前 3 
个 灯泡 共有 2x2x2=8 种 模式 。 

相同 地 ， 我 们 一 直 计算 到 第 32 个 灯泡 ， 亮 灭 模式 数 如 下 。 


第 5 章 排列 组 合 


解决 计数 问题 的 方法 | 121 


2x2x.…x2=232=4294967 296 
一 


32 个 
答案 : 4294 967 296 种 。 
32 个 灯泡 的 亮 灭 模式 数 ， 和 用 32 位 表示 的 数值 的 总 数 是 一 样 的 。 每 位 上 的 数字 非 0 


即 1(2 种 )， 因 此 用 32 位 可 表示 的 数值 的 总 数 为 232= 4 294 967 296。 
通常 于 位 2 进 制 数 可 以 表示 的 数 的 总 数 为 2"。 这 是 程序 员 应 掌握 的 基本 知识 。 


置换 


本 节 ， 我 们 来 数 数 看 更 复杂 一 些 的 数 。 
置换 


令 思 考题 一 一 3 张 牌 的 置换 
如 果 将 A, B,C 这 3 张 牌 按照 ABC, ACB, BAC 等 顺序 排列 ， 那 么 共有 多 少 种 排 法 ? 


经 过 思考 ， 我 们 知道 3 张 牌 共 有 6 种 排 法 ， 如 图 5-10 所 示 。 


图 5-10 ”3 张 牌 的 排 法 


A 


中 
全 
> 
〇 
中 
中 
> 
(3 
中 
虽 
> 
〇 
> 
中 
(@) 
中 
> 


如 本 题 那 般 ， 将 n 个 事物 按 顺 序 进 行 排列 称 为 置换 ( substitution )。 
A, B,C 这 3 张 牌 的 置换 总 数 ， 可 以 通过 下 述 步 又 得 出 。 
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第 1 张 牌 ( 最 左边 的 牌 ) 从 A, B, C 中 选 出 1 张 。 即 ， 第 工 张 牌 有 3 种 选 法 。 

第 2 张 牌 ， 从 已 选 出 的 第 1 张 牌 以 外 的 2 张 中 选 出 1 张 。 即 ， 第 2 张 牌 与 第 1 张 牌 的 
选 法 相对 应 ， 分 别 有 2 种 选 法 。 

第 3 张 牌 ， 从 已 选 出 的 第 1、 第 2 张 牌 以 外 的 1 张 中 选 出 1 张 〈 其 实 剩 下 的 只 有 1 张 
牌 ， 因 此 只 能 选 这 张 ) 即 ， 第 3 张 牌 与 第 1、 第 2 张 牌 的 选 法 相对 应 ， 分 别 有 1 种 选 法 。 

因此 ，3 张 牌 的 所 有 排列 方法 〈 置换 的 总 数 )， 可 以 通过 如 下 计算 得 出 。 


第 1 张 牧 的 选 法 x 第 2 张 牌 的 选 法 x 第 3 张 牌 的 选 法 =3x2x1 
=0 


归纳 一 下 


这 次 ,我们 增加 到 5 张 牌 。5 张 牌 (A, B, C, D, E ) 的 置换 总 数 又 是 多 少 呢 9 思路 和 3 
张 时 相同 。 


“第 1 张 的 选 法 有 5 种 
"第 2 张 的 选 法 有 4 种 
“第 3 张 的 选 法 有 3 种 
“第 4 张 的 选 法 有 2 种 
“第 5 张 的 选 法 有 1 种 


因此 ，5 张 牌 的 置换 总 数 计算 如 下 。 
Sx4XxX3x2xXx1=120 
答案 : 120 种 。 


@ 阶乘 
通过 观察 可 知 上 面 的 算式 就 是 按 5, 4, 3, 2, 1 这 样 将 递减 的 整数 相 乘 。 这 种 乘法 经 常 在 
计算 有 和 多少 种 情况 时 出 现 ， 它 可 以 表示 为 51。 


ST=5X4xX3X2X1 


5! 称 为 5 的 阶乘 ( factorial )， 是 因 乘 数 呈 阶梯 状 递减 而 得 名 。5 张 牌 的 置换 总 数 为 51。 
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我 们 来 实际 计算 一 下 阶乘 的 值 。 


Sl=sSxX4x3x2x1=120 
4!=s4xX3x2xXx1=24 
3l=3xX2Xx1=6 


2!=2x1=2 
1!=1=1 
0!=1 


要 注意 0 的 阶乘 01 不 是 0， 而 被 定义 为 1。 这 是 数学 里 的 规定 。 
n 张 牌 的 置换 总 数 一 般 用 下 述 等 式 来 表示 。 
nl=nx(n-1l)x(n-2)x:……x2x1 
一 一 


nn 个 


上 


: 为 什么 0! 是 1 呢 ? 

: 这 是 定义 。 

: 这 个 理由 难以 接受 啊 ! 总 觉得 0! 应 该 是 0 才 对 …… 
: 这 样 的 话 可 是 推倒 不 了 第 一 张 多 米 诺 骨牌 的 噢 ! 

: 多 米 诺 骨 牌 ? 

: 嗯 ! 之 后 谈 到 阶乘 的 递归 定义 时 再 讨论 吧 。 


上 后 


上 内 


Qi 
可 


过 


思考 题 ( 扑克 牌 的 摆 法 ) 


令 思 考题 一 一 扑克 上 牌 的 置换 
将 一 副 扑 元 牌 里 的 52 张 (不 包括 王牌 ) 摆 成 一 排 ， 共 有 多 少 种 摆 法 ? 


这 是 52 张 牌 的 置换 ， 因 此 计算 如 下 。 


S52!= 32X31 X50 RY 
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= 80 658 175 170 943 878 571 660 636 856 403 766 975 289 505 440 883 277 824 000 000 000 000 
答案 : 80 658 175 170 943 878 571 660 636 856 403 766 975 289 505 440 883 277 824 000 


000 000 000 
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居然 得 出 这 么 大 一 个 数字 ! 下 
大 ， 阶 乘 n! 的 结果 呈 


爆炸 式 增长 。 


页 的 表 5-1 中 罗列 出 了 1!~52! 的 阶乘 。 随 着 n 的 增 


排列 


在 上 一 节 置 换 的 学 习 中 ， 我 们 罗列 了 nn 个 事物 的 所 有 排 法 。 而 本 节 ， 我 们 将 学 习 从 
个 事物 中 取出 一 部 分 进行 “排列 ”。 


排列 


令 思 


有 多 少 种 排 法 ? 
令 思 考题 答案 


所 有 的 排 法 如 图 5-11 所 示 。 


1 图 5-11 ”从 5 张 牌 中 取出 3 张 进行 排列 


题 一 一 从 5 张 牌 中 取出 3 张 进行 排列 
你 现在 手 上 持 有 A, B,C, D, EB 共 5 张 牌 。 要 从 这 5 张 牌 中 取出 3 张 牌 进行 排列 。 请 问 


A|lBIC AICIB BIAIC BICIA CIAIB CIBIA 
A|lBID AIDIB BIAID BIDIA DIAIB DIBIA 
A|lBIE AIEIB BIAIE B |EIA EIAIB EIBIA 
AICID AIDIC CIAID CIDIA DIAIC DICIA 
AICIE AljEIC CIAIE CIEIA EIAIC EICIA 
AIDIE AIEID DIAIE DIEIA EIAID EIDIA 
BICID BIDIC CIBID CIDIB DIBIC DICIB 
BICIE BIEIC CIBIE CIEIB EIBIC EICIB 
BIDIE BIEID DIBIE DIEIB 也 |BID EIDIB 
CIDIE CIEID DICE DIEIC EICID EIDIC 


答案 : 60 种 。 


| 
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表 5-1 1!~52! 的 阶乘 
1!=1 
2! = 2 
3! = 6 
4! = 24 
5! = 126 
6! = 726 
7! = 5646 
8! = 46326 
9! = 362886 
161! = 3628866 
11! = 39916866 
12! = 479661666 
13! = 6227026866 
14! = 87178291266 
15! = 1367674368666 
16! = 26922789888666 
17! = 355687428696666 
18! = 6462373765728666 
19! = 121645166468832666 
20! = 2432962668176646666 
21! = 516969421717694466866 
22! = 1124666727777687686666 
23! = 258526016738884976646666 
24! = 626448461733239439366666 
25! = 15511216643336985984666666 
26! = 463291461126665635584666666 
27! = 16888869456418352166768666666 
28! = 364888344611713866561564666666 
29! = 8841761993739761954543616666666 
36! = 265252859812191658636368486666666 
31! = 8222838654177922817725562886666666 
32! = 263136836933693536167218612166666666 
33! = 8683317618811886495518194461286666666 
34! = 29523279963966414684761866964352686666668 
35! = 16333147966386144929666651337523266666666 
36! = 371993326789961217467999448156835266666666 
37! = 13763753691226345646315979581586962466666666 
38! = 52362261746666111176666722416668742912666666668 
39! = 26397882681197443358646281739962897356866666666 
46! = 815915283247897734345611269596115894272666666666 
41! = 33452526613163867168176662653446751665152666666666 
42! = 1465666117752879898543142666244511569936384666666666 
43! = 66415263663373835637355132668513997567264512666666666 
44! = 2658271574788448768643625811614615896319638528666666666 
45! = 11962222686548619456196316149565771566438373376666666668668 
46! = 5562622159812688949856365428866254892961651752966666666666 
47! = 25862324151116818864296435515361197996919763238912886886868686660 
48! = 12413915592536672676862289647373375638521486354677766666666666 
49! = 6682818646342675668872252163321295376887552831379216246666666666 
56! = 364146932617133786436126681666647688443776415689665126666668668666 
51! = 1551118753287382286224243616469363211663259726616986112666666666666 


52! = 


86658175178694387857166863685648376697528956544688327782466868660686060606060 
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@ 排 列 

我 们 将 上 题 那样 的 排 法 称 作 从 5 张 里 面 取出 3 张 的 排列 ( permutation )。 

请 注意 ， 排 列 与 置换 相同 ， 也 是 要 考虑 顺序 的 。 例 如 ，ABD 和 ADB 都 是 由 A, B,D 这 
3 张 牌 组 成 的 ， 但 是 它们 的 顺序 不 同 ， 因 此 是 不 同 的 排列 ， 需 要 分 别 计 数 。 

在 求 5 张 里 面 取 3 张 牌 的 排列 总 数 时 ， 我 们 1 张 1 张 顺 次 排列 ， 直 到 达到 规定 的 牌 数 
为 止 。 即 按照 如 下 方式 计算 。 


“第 1 张 的 取 法 有 5 种 
“第 2 张 的 取 法 有 4 种 
“第 3 张 的 取 法 有 3 种 


由 此 可 得 ,，5 x 4 x 3 = 60。 


归纳 一 下 

大 家 现在 已 经 想到 了 排列 的 归纳 方法 了 吧 。 假设 从 nn 张 牧 中 取出 k 张 进行 排列 。 
1 张 是 “从 n 张 中 取出 1 张 *"， 因 此 有 nn 种 取 法 

,第 2 张 的 取 法 与 以 上 相对 ， 有 n-1 种 
3 张 的 取 法 与 以 上 相对 ， 有 n 一 2 种 


“第 上 张 的 取 法 与 以 上 相对 ， 有 nn 一 k+1 种 


因此 ， 从 nn 张 牌 中 取出 k 张 进行 排列 的 总 数 如 下 。 
nx(n-1)xn— 2)x:..xn—k+1) 


这 个 式 子 很 重要 ， 一 定 要 看 仔细 。 特 别 是 最 后 一 项 (n -+ 1)， 必 须 理解 透彻 。 
为 了 更 清楚 地 表示 有 多 少 项 相 乘 ， 我 们 将 第 一 项 写作 (n - 0), 最 后 一 项 (n 一 k+ 1) 
写作 (n - (k- D)。 这 样 就 得 到 如 下 式 子 。 


nan-0)x-1)x(n-2)x:..…x(n-(k— 1)) 
2 


k 个 
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即将 所 有 项 -0,w-Do-2 -=-D) 相 乘 。 其 中 各 项 中 壮 减 去 的 数 分 别 为 
“0 到 大 =- 1， 所 以 我 们 可 知 一 共有 大 项 相 乘 。 这 里 就 用 到 了 本 章 最 开始 介绍 的 “植树 问题 ” 
的 思考 方法 。 
如 上 所 述 ， 我 们 将 从 奈 张 牌 中 取出 天 张 按 一 定 顺 序 排列 的 方法 称 作 排列 。 排 列 的 总 数 
记 作 


大 
P， 


并 能 够 得 到 以 下 等 式 。 


Pit=nx(n-1)x(n-2)x:...x(n-k+1) 
一 一 一 


k 个 


只 要 已 知 n 和 两 个 数 即 可 求 出 排列 总 数 ，Pt 中 的 n 和 kk 小写, P 是 permutation 的 
缩写 。 
例如 , 求 5 张 牌 中 取 3 张 进 行 排列 的 总 数 时 ,n=5, k=3， 因 此 可 以 如 下 计算 。 


5 张 牌 中 取 3 张 进行 排列 的 总 数 = P53 


三 9X 才 X3 
A 
3 个 
下 面 再 举 几 个 例子 。 
P5=5x4x3x2x1 = 120 
— 
5 外 
P4=5x4Xx3xXx2 120 
一 一 
4 个 
Pi=5x4x3 =60 
-一 一 一 一 
3 个 
P2=5x4 = 20 
一 一 一 
2 个 
P=..5 =5 
—— 
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“5 张 牧 中 选 0 张 进行 排列 的 总 数 ” 为 P35， 但 它 不 是 0， 而 被 定义 为 1。 
ES =1 

上 一 节 介 绍 的 “置换 ”也 能 用 这 种 方法 表示 。n 个 数 置 换 的 总 数 可 以 记 作 P%。 
@ 用 阶乘 表示 

在 很 多 情况 下 ， 也 常用 以 下 阶乘 的 形式 来 表示 排列 。 


nl 
Pt = 一 一 -一 
nn A! 


这 个 式 子 看 起 来 多 少 有 点 上 星 深 难 懂 ， 不 过 分 母 (n -有 )! 可 与 分 子 nl! 的 最 后 n 一 k 项 约 
分 5 看 下 述 算式 应 该 更 容易 理解 。 


3 5! 

Ps = 5- 
_5x4x3xZx1 
Zx1 
=Sx4x3 


若 使 用 阶乘 来 表示 ， 就 可 以 不 写 省 略 号 ,使 得 算式 的 内 容 更 明确 。 


能 够 认 清 本 质 吗 


从 3 张 牌 中 取出 3 张 进行 排列 时 ， 同 一 张 牌 不 能 选 2 次 。 因 此 可 选择 的 第 2 张 、 第 3 
张 的 牌 数 递减 。 为 了 看 得 更 明白 一 些 ， 我 们 用 树 形 图 来 表示 (网 5-12 )。 

请 把 图 5-12 想象 成 左面 是 “ 根 ”， 右 面 是 “ 枝 ” 的 树 。 从 根 生 出 3 根 树 校 ,这 表示 第 1 
张 牌 有 3 种 放 法 。 这 3 根 树 校 又 都 分 别 再 生出 2 根 校 ， 这 表示 第 2 张 牌 有 2 种 放 法 。 最 后 
都 只 有 !1 根 梳 。 从 图 中 可 见 ， 树 枝 呈 3 一 2 一 1 递减 状 。 

我 们 将 图 5-12 的 树 形 图 和 图 5-13 ( 从 3 种 牌 中 选择 可 重复 的 3 张 牌 的 树 形 图 ) 作 一 下 
比较 。 


树 形 图 


第 5 章 ”排列 组 合 一 一 解决 计数 问题 的 方法 | 129 


[图 5-12 从 3 张 牌 中 取出 3 张 进行 排列 的 树 形 图 


1 根 枝 
B 
Al 2 根 枝 
人 @ B 
3 根 枝 A C 
B 
C A 
A B 
C 
B A 


人 图 513 ”从 3 种 牌 中 可 重复 地 取出 3 张 进行 排列 的 树 形 图 


3 根 枝 _A 
NE 

C 

3 根 梳 A 

B 

加 

A 

Ch 

C 

A 

A<—— IB 

C 

3 根 梳 人 A 
根 B B B 
c 

A 

< 

C 

A 

A<——IB 

忆 

A 

c mr 一 
C 

A 

CE B 

c 
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这 次 可 以 看 到 ， 每 一 层 都 有 3 根 树 校 。 同 样 都 是 “ 取 3 张 ",“ 从 3 张 中 取 3 张 ” 
(图 5-12 ) 和 “从 3 种 中 可 重复 地 取 3 张 ”〈 图 5-13 ) 的 性 质 是 不 一 样 的 ， 因 此 树 形 图 和 可 
能 发 生 的 情况 数 都 不 同 。 

树 形 图 是 有 助 于 “ 认 清 计数 对 象 性 质 ” 的 有 效 工具 。 


组 合 
置换 和 排列 都 需要 考虑 顺序 ， 而 本 节 我 要 介绍 的 是 “不 考虑 顺序 的 方法 "一 一 组 合 。 


组 合 


假设 现在 有 5 张 牌 A, B, C, D, E。 要 从 这 5 张 牌 中 取出 3 张 牌 ， 并 且 不 考虑 它们 的 顺 
序 。 即 以 3 张 牌 为 1 组 进行 选择 。 例 如 ，ABE 和 BAE 应 视 为 同一 组 。 这 时 ，3 张 牌 的 取 法 
如 下 , 共有 10 种 (图 5-14 )。 


| 图 5-14 ”从 5 张 牌 中 取出 3 张 的 组 合 


HD 器 | | ID 0 


加 回转 > 


这 种 取 法 称 为 组 合 (combination )。“ 置 换 ” 和 “排列 ”是 考虑 顺序 的 ， 而 “组合 ” 则 
不 考虑 顺序 。 
要 计算 5 张 里 面 取 3 张 的 组 合 总 数 ， 只 要 这 样 考虑 就 行 了 。 
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。 首先 ， 和 排列 一 样 “考虑 顺序 ”进行 计数 
。 除 以 重复 计数 的 部 分 (重复 度 ) 


首先 ， 和 排列 一 样 “ 考 虑 顺序 ”进行 计数 。 但 是 作为 “组 合 ” 来 讲 这 样 并 不 正确 。 因 为 
若 按 排列 计数 ， 有 ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA 这 6 种 排 法 ， 而 在 组 合 中 这 6 种 排 法 
是 作为 1 组 来 计算 的 。 即 若 像 排 列 那样 考虑 顺序 则 会 产生 6 倍 的 重复 计数 。 

这 里 出 现 的 数字 6 ( 重复 度 )， 是 3 张 牌 按 顺 序 排 列 的 总 数 ， 即 3 张 牌 的 置换 总 数 
(3 x2x1)。 因 为 考虑 顺序 而 产生 了 重复 ， 所 以 只 要 用 排列 的 总 数 除 以 重复 度 6， 就 能 得 到 
组 合 的 总 数 。 


5 张 里 面 取 3 张 的 组 合 的 总 数 写作 Cc: (C 是 combination 的 首 字母 )。 计算 如 下 。 


5 张 里 面 取 3 张 的 组 合 的 总 数 = C5 
_ 5 张 里 面 取 3 张 的 排列 总 数 ……' 考虑 顺序 排列 的 数 


3 张 的 置换 总 数 重复 度 
P3 
一 -5 
~ p3 
Ps 
_5x4x3 
3x2x1l 
:10 


这 里 使 用 的 先 考虑 顺序 进行 计数 ， 然 后 除 以 重复 度 的 方法 ， 是 计算 组 合 时 常用 的 计算 方法 。 


| 归纳 一 下 


接 下 来 我 们 将 牌 数 抽象 化 ， 求 出 n 张 牌 中 取出 k 张 的 组 合 总 数 。 
首先 ， 从 n 张 牌 中 按 顺 序 取 出 张 牧 。 而 这 时 庆 张 的 置换 总 数 是 重复 的 ， 所 以 要 除 以 
这 个 重复 度 。 
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从 nn 张 里 面 取 张 的 排列 总 数 
上 张 的 置换 总 数 


ks 
Cn = 


-DR 


这 样 ， 从 n 张 里 取 k 张 的 组 合 总 数 如 下 。 


nl 
Ch = 一 一 -一 
nn Kk! 


不 过 ,计算 具体 数值 时 可 采用 以 下 方法 。 


k 个 
一 一、 
Ce Pra CO Dxn- Dx x (ko 1)) 
, Pk (kK—-0)x(k-1)x(k-2)x:...x(k-(k-1)) 
一 
天 个 
这 个 方法 能 使 计算 更 轻松 。 
C3 =X4x3x2x1 _1 
5 Sx4x3x2x1l 四 
41_ 3xX4x3x2 _ 5 
5 4x3x2x1l 
SX4X3 
3 三 
5 3x2x1l ob 
Ca -5X4 - 10 
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置换 、 排 列 、 组 合 的 关系 


我 们 学 完了 置换 、 排 列 和 组 合 ， 现 在 就 来 梳理 一 下 它们 之 间 的 关系 吧 。 
图 5-15 为 3 张 牌 A, B,C 的 置换 。 这 是 3 张 牌 考虑 顺序 的 排 法 。 


1 国 535| 3 张 牌 (A, B,C ) 的 置换 


而 从 A, B, C, D, E 这 5 张 牌 中 取出 3 张 的 组 合 如 图 5-16 所 示 。“ 组 合 ” 是 不 考虑 顺序 
的 。 也 可 以 想 成 “顺序 是 固定 的 "。 由 此 可 知 ， 图 5-16 所 示 的 排 法 ， 一定 遵 循 A, B, C, D, E 
的 顺序 。 


[图 5-16 从 5 张 牌 (A,B,C,D,E) 中 取 3 张 的 组 合 


C3 = 10 


ol wl ww > > > I> > > 
HH 号 IO 


B 
B 
B 
GC 
CG 
D 
C 
GC 
D 
D 


我 们 就 把 以 上 两 个 图 结合 起 来 就 形成 了 从 A, B, C, D, E 这 5 张 牌 中 取 3 张 的 排列 
(图 5-17 )。 
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| 图 5-17| 从 5 张 牌 (A, B,C, D,E ) 中 取 3 张 的 排列 


P3 =6 

3 3 D3 3 

pe ep 、 
AlBIC AICIB BIAIC BICIA CIAIB CIBIA 
AlBID AIDIB BIAID BIDIA DIAIB DIBIA 
AIBIE AIEIB BIAIE BIEIA EIAIB EIBIA 
AICID AIDIC CIAID CIDIA DIAIC DICIA 
AICIE AIEIC CIAIE CIEIA EIAIC EICIA 

C3=10 

AIDIE AlEID DIAIE DIEIA EIAID EIDIA 
BICID BIDIC CIBID CIDIB DIBIC DICIB 
BICIE BIEIC CIBIE CIEIB EIBIC EICIB 
BIDIE BIEID DIBIE DIEIB EIBID EIDIB 
CIDIE CIEID DICIE DIEIC EICID EIDIC 


置换 和 组 合 相 结合 就 是 排列 ， 大 家 知道 为 什么 吗 ? 置换 表示 “3 张 牌 的 交替 排列 方 
法 ”。 组 合 表 示 “3 张 牌 的 取 法 ”。 两 者 结合 就 是 “取出 3 张 牌 ， 进 行 交 蔡 排 列 ”， 即 表示 
排列 。 

前 过 图 5-17， 我 们 能 清楚 地 了 解 到 它们 存在 以 下 关系 。 


2 
Ee 
’ 


“3 张 的 置换 ”x“ 从 5 张 中 取 3 张 的 组 合 ”=“ 从 5 张 中 取 3 张 的 排列 ” 


i 
即 P3 x C3 = Ps 


这 与 前 面 求 G3 时 的 C3 = 只 是 一 致 的 。 


3 
名 


思考 题 练习 


本 节 ， 我 们 来 做 一 些 计数 的 思考 题 。 这 次 的 思考 题 都 不 简单 。 请 大 家 不 要 机 械 地 照搬 
法 则 ， 关 键 是 要 认 清 计数 对 象 的 性 质 。 
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重复 组 合 


令 思 考题 一 一 药品 调剂 
现 假设 要 将 颗粒 状 的 药品 调剂 成 一 种 新 药 。 药 品 有 3 种 ,分 别 为 A, B, C。 新 药 调剂 
规则 如 下 。 


“从 A,B,C 这 3 种 药品 中 ， 共 取 100 粒 进行 调剂 
“调剂 时 ，A,B,C 这 3 种 药品 每 种 至 少 有 ] 粒 
“不 考虑 药品 调剂 的 顺序 

“ 同 种 药品 每 粒 都 相同 


这 种 情况 下 ， 新 药 调 剂 的 组 合共 有 多 少 种 ? 


令 提 示 1 

这 是 一 个 重复 组 合 的 问题 。 

同 种 药品 可 以 放 和 多 粒 进行 调剂 ( 可 以 重复 )。 但 是 同 种 药品 每 粒 都 相同 ， 并 且 不 考 
虑 调剂 顺序 (组合 )。 

由 于 使 用 100 粒 药 品 进行 调剂 是 既定 的 ， 所 以 如 果 多 放 了 某 种 药品 ,那么 其 他 药品 
就 只 能 相对 地 少 加 了 。 关 键 在 于 如 何 把 握 3 种 药品 的 数量 关系 。 

3 种 药品 不 需要 排序 , 所 以 这 里 以 固定 的 顺序 来 解答 会 比较 轻松 。 


令 提 示 2 

我 们 将 问题 缩小 ， 看 看 能 获得 什么 启示 。 

现 假设 药品 有 A, B,C 这 3 种 ， 而 调剂 用 的 药品 从 100 粒 改 为 5 粒 。 

如 图 5-18， 先 准备 好 5 个 放 药 品 的 盘子 ， 再 在 盘子 之 间 放 人 2 块 “ 隔 板 ”。 并 规定 在 
左 起 第 1 块 隔 板 左面 的 盘子 放 药 品 A，2 块 隔 板 之 间 的 盘子 放 药 品 B， 第 2 块 隔 板 右面 的 
盘子 放 药 品 C ( 这 就 固定 了 A, B,C 的 顺序 )。 这 个 规定 正好 和 问题 中 的 规则 一 致 ， 隔 板 
的 放 法 和 药品 的 调剂 方法 一 一 对 应 。 

可 以 放置 2 块 隔 板 之 处 ， 就 是 盘子 之 间 的 4 个 间 阶 ， 即 求 出 在 4 处 中 选 2 处 放 隔 板 
的 组 合 就 行 了 。 因 此 ， 调 剂 5 粒 药 品 的 组 合 总 数 就 是 C7。 

那么 100 粒 的 情况 又 如 何 呢 ? 
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【图 5-18 使 用 3 种 药品 ， 共 5 粒 进行 调剂 


隔 板 隔 板 
第 1 块 隔 板 之 前 放 A 2 块 隔 板 之 间 放 B 。 第 2 块 隔 板 之 后 放 C 


令 思 考题 答案 

我 们 将 问题 归纳 为 “从 种 药品 中 选 出 n 粒 ”， 并 同样 使 用 提示 2 中 的 “ 隔 板 ”。 屠 
么 ， 表 子 的 数量 为 n 个 ， 能 放 隔 板 的 地 方 为 n -1 人 处, 隔 板 的 数量 为 -1 块 ， 因此 要 求 
的 调剂 方法 的 总 数 为 C*-!。 

因此 从 3 种 药品 中 选 出 100 粒 的 方法 计算 如 下 (此 时 n=100、k=3)。 


大 -1 3=1 
Cl1 = Clo00-1 
2 
= C99 
_ 99x98 


”2xl 
= 4851 


由 此 得 出 调剂 方法 共有 4851 种 。 
答案 : 4851 种 。 
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也 要 善于 运用 逻辑 


令 思 考题 一 一 至 少 有 一 端 是 王牌 


现在 有 5 张 扑克 有 牌 其 中 王牌 2 张 , J, Q, 民 各 1 张 (图 5-19)。 将 这 5 张 牌 排 成 一 排 ， 
左 端 或 右 端 至 少 有 一 端 是 王牌 的 排 法 有 多 少 种 ?( 不 区 分 大 小 王牌 ) 


5-19 5 张 扑 克 牌 


四 日 加 日 日 


令 提示 

如 何 使 用 “至 少 有 一 端 是 王牌 ”和 “不 区 分 大 小 王牌 ”这 2 个 条 件 是 关键 。 

要 注意 “至 少 有 一 端 是 王牌 ”的 条 件 包 括 两 端 都 是 王牌 的 情况 。 而 对 于 “不 区 分 大 
小 王牌 ”这 个 条 件 ， 在 求 cx 时 我 们 要 先 区 分 大 小 王牌 计算 ,再 除 以 重复 度 ”。 


令 思 考题 答案 

首先 按 区 分 大 小 王牌 计数 ， 然 后 除 以 王牌 的 重复 度 。 

我 们 将 两 张 王牌 设 为 xi, x2， 算出 x, xo, J,Q, K 这 5 张 牌 排 成 一 排 时 左 端 和 右 端 至 少 
有 一 端 是 王牌 的 情况 。 

[1] 左 端 是 王牌 的 情况 

假设 将 王牌 置 于 左 端 ， 那么 左 端的 选 法 就 有 xi 或 x 这 2 种 情况 。 每 种 情况 下 剩余 4 
张 牌 都 可 以 自由 排列 。 因 此 ， 左 端 是 王牌 的 情况 下 ， 使 用 乘法 法 则 

左 端的 王牌 选 法 x 剩余 4 张 牌 的 置换 = 2 x P4 


=2x4! 
=48 


计算 结果 为 48 种 。 不 过 其 中 已 经 包含 了 “两 端 都 是 王牌 的 情况 ”。 


[2] 右 端 是 王牌 的 情况 
只 是 左右 业 倒 一 下 ， 因 此 和 [1] 一 样 有 48 种 。 
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[3] 两 端 都 是 王牌 的 情况 
假设 将 王牌 置 于 两 端 ， 两 端的 选 法 就 是 2 张 王牌 的 置换 ， 因 此 有 P; 种 情况 。 而 此 时 
和 镜 余 3 张 牌 可 以 自由 排列 。 那 么 ， 两 端 是 王牌 的 情况 数 就 是 


两 端的 王牌 选 法 x 剩余 3 张 牌 的 置换 = P2 x P3 
=2!x3! 
= 12 


12 种 。 


接着 只 要 计算 [1] + [2] - [3] 就 能 求 出 “至 少 有 一 端 是 王牌 的 排列 ”( 容 斥 原理 )， 然 
后 再 除 以 王牌 的 重复 度 就 能 得 出 “至 少 有 一 端 是 王牌 的 组 合 ”。 
因为 王牌 有 2 张 ， 因此 重复 度 是 2 ( P32 = 2)。 计算 过 程 如 下 。 


[中 左 端 是 王牌 + [2] 右 端 是 王牌 - [3] 两 端 是 王牌 _ 48+48-12 4 
王牌 的 重复 度 2 


答案 : 42 种 。 
令 另 一 种 使 用 逻辑 的 解法 
这 里 再 为 大 家 介绍 一 种 解法 。 如 果 使 用 逻辑 ， 本 题 可 以 更 简单 地 计算 出 来 。 
“至 少 有 一 端 是 王牌 ”也 就 是 “两 端 都 不 是 王牌 ”的 否定 。 那 就 意味 着 只 要 从 “所 有 


的 排 法 数 ” 中 减 去 “两 端 都 不 是 王牌 的 排 法 数 ” 就 能 得 出 答案 。 画 个 文 氏 图 更 有 助 于 理 
解 (图 5-20、 图 5-21 )。 
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‖ 图 5-20 ， 通 过 画 文 氏 图 解答 (1) 


左 端 是 王牌 _ 
六 两 端 是 王牌 右 端 是 王牌 


[3]31418] 
gg]s1sl] 
四 好 


slg]slslg 
989d dd 
ga959 | Rlslslslg 


(Bs]g|g|$) [3g|g|8|8) 人 36 


两 端 都 不 是 王牌 


‖ 图 5-21 ”通过 画 文 氏 图 解答 (2) 


[A] 所 有 的 排 法 [B] 两 端 都 不 是 王牌 [C] 至 少 有 一 端 是 王牌 
[A] 所 有 的 排 法 


先 求 出 所 有 5 张 牌 区 分 大 小 王牌 时 的 置换 ， 再 除 以 王牌 的 重复 度 ， 就 能 得 出 所 有 的 
排 法 。 


Pi 5! 
本 = 可 =5x4x3=60 
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[B] 两 端 都 不 是 王牌 
两 端 应 从 J Q, K 这 3 张 牌 中 选 出 2 张 进行 排列 ， 即 PB。 而 剩余 的 3 张 牌 有 P3 种 排 
法 。 最 后 除 以 王牌 的 重复 度 。 


P3xP3 (3x2)xGx2xlD 


18 
2 2 


因此 ， 可 以 通过 下 述 算式 求 出 至 少 有 一 端 为 王牌 的 情况 。 


[A] 所 有 的 排 法 - [B] 两 端 都 不 是 王牌 的 排 法 = 60 - 18 
= 42 


答案 : 42 种 。 


本 章 小 结 
本 章 学 习 了 以 下 计数 方法 。 


* 植树 问题 
。 加 法 法 则 
* 乘法 法 则 
。 置换 
.排列 
"组合 


这 些 都 是 基本 方法 ,但 死记 人 硬 背 是 毫 无 意义 的 。 重 要 的 是 ,我 们 要 充分 理解 这 些 方法 
的 意义 。 为 了 防止 “遗漏 ”和 “重复 ”， 我们 不 能 只 是 “仔细 地 计数 ”"， 更 重要 的 是 “ 认 清 
计数 对 象 的 性 质 ”。 

不 管 计数 时 多 么 仔细 ， 一 旦 遇 到 大 数 ， 人 总 还 是 会 出 错 的 。 因 此 为 了 避免 出 错 就 需要 
熟练 掌握 以 上 这 些 计数 方法 。 换 言 之 ,“ 计 数 方法 ”就 是 “为 避免 单纯 地 逐一 计数 ”而 存 
在 的 。 

下 一 章 ， 我 会 将 重点 放 在 如 何 表示 问题 的 本 质 上 ， 同 时 为 大 家 介绍 一 种 奇妙 的 方 
法 一 一 “递归 ”， 它 能 “自己 表示 自己 本 身 ”。 


: 我 觉得 有 和 等 变量 的 地 方 很 难 掌握 
币 : 那 就 先 从 5 或 3 等 较 小 的 数 开始 练习 1 

: 可 是 遇 到 大 数 时 就 会 担心 结果 是 否 正确 
币 : 所 以 需要 使 用 n 和 将 问题 


象 化 嘛 ! 
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CHAPTER 6 


50， 


递归 


一 一 自己 定义 自己 
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@ 课 前 对 话 
学 生 : GNU 是 什么 的 缩写 ? 
老师 : 是 “GNU is Not UNIX” 的 缩写 。 
学 生 : 啊 ? 那 第 1 个 单词 GNU 是 什么 的 缩写 呢 ? 
老师 : 那 也 是 “GNU is Not UNIX” 的 缩写 。 
BN “GNU is Not UNIX” is Not UNIX。 
学 生 : 我 想 问 的 是 这 句 话 的 第 1 个 单词 GNU 是 什么 的 缩写 …… 
老师 : 那 还 是 “GNU is Not UNIX” 的 缩写 。 
“ ‘GNU is Not UNIX’ is Not UNIX” is Not UNIX。 


老师 : 其 实 GNU 就 包含 了 全 部 。 


本 章 学 习 内 容 


本 章 我 们 学 习 递归 。 递 归 是 一 种 奇妙 的 思考 方法 ， 它 “使 用 自己 来 定义 自己 ”。 无 论 是 
数学 还 是 编程 都 经 常 使 用 递归 。 

首先 ， 通 过 汉 诺 塔 这 题 让 大 家 对 递归 有 一 个 初步 印象 。 然 后 ， 以 阶乘 、 斐 波 那 契 数 列 
( Fibonacci sequence )、 帕 斯 卡 三 角形 (Pascal's triangle ) 2 为 例 ， 学 习 递归 和 递 推 公式 。 最 后 
介绍 以 递归 形式 描画 递归 图 形 的 分 形 图 ( fractale )。 

本 章 ， 我 们 练习 从 复杂 逻辑 中 找 出 递归 结构 。 


汉 诺 塔 


“ 汉 诺 塔 ”是 一 个 由 数学 家 爱德华 . 卢 卡 斯 ( Edouard Lucas ) 于 1883 年 发 明 的 游戏 。 该 
游戏 非常 著名 ， 或许 你 已 有 所 了 解 。 


QD 又 称 杨 辉 三 角形 、 贾 完 三 角形 。 译 者 注 
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思考 题 ( 汉 诺 塔 ) 


有 3 根 细 柱 (A, B, C )。A 柱 上 套 着 6 个 圆 盘 。 这 些 圆 盘 大 小 各 异 ， 按 从 大 到 小 的 顺序 
自 下 而 上 摆 放 (图 6-1 )。 


[图 6-1 | 汉 诺 塔 


现在 要 把 套 在 A 柱 上 的 6 个 圆 盘 全 部 移 到 B 柱 上 。 并 且 在 移动 圆 盘 时 须 遵 守 下 述 规则 。 


"1] 次 只 能 移动 柱子 最 上 端的 1 个 圆 盘 
“小 圆 盘 上 不 能 放大 圆 盘 


将 1 个 圆 盘 从 一 根 柱子 移 到 另 一 根 柱子 ， 算 移动 “1 次 "。 那 么 ,将 6 个 圆 盘 全 部 从 A 
移 到 B 最 少 需要 移动 儿 次 呢 ? 
提示 : 先 从 小 汉 诺 塔 着 手 


一 开始 就 考虑 6 个 圆 盘 的 话 头脑 会 混乱 ， 所 以 我 们 先 缩小 问题 的 规模 ， 从 3 个 圆 盘 开始 
思考 。 即 暂 不 考虑 6 个 圆 盘 的 “6 层 汉 诺 塔 *， 而 是 和 完 找 出 “3 层 汉 诺 塔 ” 的 解法 ( 图 6-2 )。 


| 图 6-2 3 层 汉 诺 塔 ( 3 个 圆 盘 的 汉 诺 塔 ) 


A B 人 
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经 过 多 次 尝试 我 们 能 找到 图 6-3 所 示 的 解法 ,移动 7 次 可 解决 问题 。 


‖ 图 6-3 ”3 层 汉 诺 塔 的 解法 ( 移动 7 次 ) 


由 
和 关 
© 
A i 
® 
B @ 
由 
i i 
© 
| I 
Li | | | | 
上 | 
@ 
A B 
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仔细 思考 “3 层 汉 诺 塔 ”的 解法 应 该 就 能 找到 解决 “6 层 汉 诺 塔 ”问题 的 方法 了 。 如 
不 明白 的 话 ， 请 再 思考 一 下 “4 层 汉 诺 塔 ”和 “5 层 汉 诺 塔 ”。 
在 来 回 移 动 圆 盘 的 过 程 中 ， 你 一 定 会 觉得 “ 


定 会 觉得 “在 重复 做 相似 的 事情 ”。 之 所 以 会 产生 这 种 
感觉 是 因为 我 们 有 “发 现 规律 的 能 力 ”。 这 种 感觉 很 重要 。 


例如 ， 请 比较 图 6-4 中 的 四 GD 和 人 GO (图 6-4 )。 


.DO@ 中 ， 移 动 3 次 将 2 个 圆 盘 从 A 柱 移 到 了 C 柱 
.OO 中 ， 移 动 3 次 将 2 个 圆 盘 从 C 柱 移 到 了 B 柱 


| 图 6-4 发 现 移 动 2 个 圆 盘 的 规律 


C 
从 A 到 C 移 动 3 次 
( 2 层 汉 诺 塔 ) 村 全 de 


B C 
从 C 到 B 移 动 3 次 | 
(2 层 汉 诺 堪 ) sa 


Pt 


虽然 移动 的 目的 地 不 同 , 但 这 2 个 动作 是 非常 相似 的 。 而 且 这 种 “移动 2 个 圆 盘 ”的 
动作 就 是 “2 层 汉 诺 塔 ”的 解法 。 以 上 就 是 提示 内 容 ， 现 在 人 


应 全 bb 


尔 能 求 出 “6 层 汉 诺 塔 ”的 移动 
次 数 了 吗 ? 
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思考 题 答案 


“6 层 汉 诺 塔 ”可 以 通过 以 下 步骤 求 出 (图 6-5 )。 


(1) 首先 ,将 5 个 圆 盘 从 A 柱 移 到 C 柱 ( 解 出 5 层 汉 诺 塔 ); 
(2) 其 次 , 将 6 个 之 中 最 大 的 圆 盘 从 A 柱 移 到 B 柱 ; 
(3) 最 后 ， 将 5 个 圆 盘 从 C 柱 移 到 也 柱 ( 解 出 5 层 汉 诺 塔 )。 


| 图 6-5 | 汉 诺 塔 的 解法 


(1) 解 出 5 层 汉 诺 塔 


上 
| 


(2) 移动 最 大 的 圆 盘 
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(1) 和 (3) 所 做 的 无 非 就 是 “5 层 汉 诺 塔 ”的 解法 。 为 了 解 出 “6 层 汉 诺 塔 *， 需 要 用 到 
“5 层 汉 诺 塔 ”的 解法 。 只 要 解 出 “5 层 汉 诺 塔 ?",“6 层 汉 诺 塔 ”就 能 迎刃而解 。 而 且 这 是 移 
动 次 数 最 少 的 解法 。 为 什么 这 么 说 呢 ?” 因 为 要 把 最 大 的 圆 盘 从 A 柱 移 到 B 柱 ， 就 必须 将 上 
面 的 5 个 圆 盘 都 先 移 到 C 柱 。 

用 同样 的 思路 也 可 以 解决 “5 层 汉 诸 塔 "。 例 如 , 将 5 个 圆 盘 从 A 柱 移 到 B 柱 的 步 又 如 下 。 


(1) 首先 ,将 4 个 圆 盘 从 A 柱 移 到 C@ 柱 ( 解 出 4 层 汉 诺 塔 ); 
(2) 其 次 , 将 (5 个 之 中 ) 最 大 的 圆 盘 从 A 柱 移 到 B 柱 ; 
(3) 最 后 ， 将 4 个 圆 盘 从 C 柱 移 到 也 柱 ( 解 出 4 层 汉 诺 塔 )。 


“4 层 汉 话 塔 ”“3 层 汉 诺 塔 …… 也 是 同样 的 解法 。“1 层 汉 诺 塔 ”只 要 移动 1 次 圆 盘 就 
完成 了 。 
通过 这 种 思考 方式 ， 我 们 可 以 总 结 出 “n 层 汉 诺 塔 ”的 解法 。 

以 下 ,我 们 不 使 用 A, B,C 这 3 根 柱子 的 具体 名 称 ， 而 将 其 设 为 x,y,z。 因 为 x,y,z 在 不 
同情 况 会 不 固定 地 对 应 A, B,C 中 的 某 一 个 。Y 为 起 点 柱 、y 为 目标 柱 ，z 为 中 转 柱 。 
“ 解 出 n 层 汉 诺 塔 ”的 步骤 ， 即 “利用 z 柱 将 n 个 凤 盘 从 x 柱 转移 至 y 柱 ” 的 步骤 如 下 


所 示 。 
将 n 个 圆 盘 从 x 柱 ， 经 由 z 柱 中 转移 到 y 柱 ( 解 出 n 层 汉 诺 塔 ) 时 : 
当 n=0 时 ， 
不 用 做 任何 动作 。 
当 n > 0 时 ， 
" 首先， 将 n 一 1 个 圆 盘 从 xX 柱 ， 经 由 y 柱 中 转移 到 z 柱 ( 解 出 n 一 1 层 汉 
诺 塔 ); 


"其 次 ,将 1 个 圆 盘 从 x 柱 移 到 y 柱 ; 
“最 后 ,将 nn 一 1 个 圆 盘 从 z 柱 ， 经 过 xXx 柱 中 转移 到 y 柱 ( 解 出 n 一 1 层 汉 


诺 塔 )。 


从 以 上 步 又 可 知 ， 为 了 解 出 n 层 汉 诺 塔 , 要 使 用 “n -1 层 汉 诺 塔 ”的 解法 。 
那么 ， 我们 就 将 解 出 “n 层 汉 诺 塔 ”所 需 的 最 少 移动 次 数 表 示 如 下 。 


H(n) 
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例如 ,移动 0 个 圆 盘 的 次 数 为 0， 那 么 
H(0) = 0， 
而 移动 1 个 圆 盘 的 次 数 为 1， 那么 
H(1)= 1。 
根据 解 n 层 汉 诺 塔 所 用 的 步 怠 ， 可 以 将 移动 次 数 Hln) 的 式 子 写成 如 下 形式 。 


0， (=0 时 ) 
RE 


按照 下 述 方式 ， 思考 n= 12,3,… 时 的 式 子 可 能 更 容易 理解 。 


Hn) = Hn-1) 市 1 十 Hn-1) 
一 一 


一 -一 ~ ~ 
解 出 n 层 汉 诺 塔 的 移动 次 数 。 解 出 n-1 层 汉 诺 塔 的 移动 次 数 ”移动 最 大 的 圆 盘 的 次 数 ” 解 出 n-1 层 汉 诺 塔 的 移动 次 数 


我 们 将 这 种 H(n) 和 H(n -1) 的 关系 式 称 为 递 推 公 式 (recursion relation，recurrence )。 
H(0) 是 已 知 的 ， 由 H(n -1) 构成 Hln) 的 方法 也 是 已 知 的 ， 因 此 只 要 依次 计算 就 能 求 出 
“6 层 汉 诺 塔 所 需 移 动 次 数 ”"， 即 H(6)。 


H(0) =0 =0 
HO)=HO+1+HO)=0+1+0 =1 
HCQ2)=H()+1+H()= 1+l+l =3 
H(3) = H(2) + 1 + H(2) = 3+1+3 三 :7 
H(4) = H(3)+ 1 + H(3)=7+1+7 = 15 


H(S)= H(4)+1+H(4)=15+1+15 =31 
H(6) = H(5)+ 1+H(5)=31+1+31 =63 


求 出 解析 式 


从 上 面 的 H(0), H(1),…, H(6) 的 结果 ， 可 以 抽象 出 H(n)。 即 可 以 只 使 用 n 来 表示 H(n)。 
也 就 是 找 出 生成 以 下 数列 的 算式 。 
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0, 1, 3, 7, 15, 31, 63,… 


觉 敏锐 的 人 或 许 已 经 找到 了 下 述 规律 


0=1-1 
1=2-1 
3=4-1 
7=8-1 
15=16-1 
31 =32-1 
63 =64-1 
即 可 以 用 下 式 表达 。 
H(n)=2"-1 


这 种 只 使 用 n 表示 H(n) 的 式 子 叫 作 解析 式 ， 可 以 用 数学 归纳 法 来 证 明 该 解析 式 的 正 
确 性 。 


解 出 汉 详 塔 的 程序 
前 面 所 示 的 “ 解 出 半 层 汉 诺 塔 ”的 步骤， 已 经 相当 于 程序 的 伪 代 码 了 。 整 理 至 此 ， 用 
C 语 言 编写 汉 诺 塔 解 法 的 程序 也 就 相当 简单 了 (代码 清单 6-1 )。 


代码 清单 6s1 汉 诺 塔 解法 的 程序 


#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 


void hanoi(int n, char x, char y, char 2z); 


void hanoi(int n, char x, char y, char z) 
{ 
if (n == 6) { 
/* 什么 也 不 做 */ 
} else { 
hanoi(n - 1, x, z, y); 
printf("%c->%c, ", x, y); 
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hanoi(n - 1, z, y, Xx); 


} 

} 

int main(void) 

{ 
hanoi(6; "A's "B's 'C');s 
return EXIT_SUCCESS; 

} 


该 程序 会 输出 “6 层 汉 诺 塔 ”的 解决 步 又 ， 具 体 如 下 。 


A->C, A->B, C->B, A->C, B->A, B->C, A->C, A->B, 
C->B, C->A, B->A, C->B, A->C, A->B, C->B, A->C， 
B->A, B->C, A->C, B->A, C->B, C->A, B->A, B->C, 
A->C, A->B, C->B, A->C, B->A, B->C, A->C, A->B, 
C->B, C->A, B->A, C->B, A->C, A->B, C->B, C->A， 
B->A, B->C, A->C, B->A, C->B, C->A, B->A, C->B, 
A->C, A->B, C->B, A->C, B->A, B->C, A->C, A->B, 


C->B, C->A, B->A, C->B, A->C, A->B, C->B 


数 一 下 ， 确实 是 63 次 。 


找 出 递归 结构 


在 此 ,我们 梳理 一 下 汉 诺 塔 的 解 题 思 路 。 
我 们 在 解 “6 层 汉 诺 塔 ”时 ， 先 试 着 解 出 了 稍为 简单 的 3 个 圆 盘 的 “3 层 汉 诺 塔 ”。 
后 ,为 了 找 出 更 具有 普遍 性 的 解决 办 法 ， 又 使 用 了 以 下 方法 。 


【 使 用 递归 来 表示 】 找 出 借助 “n -1 层 汉 诺 塔 ” 来 解 “n 层 汉 诺 塔 ”的 步骤 。 
【 递 推 公式 】 使 用 “n -1 层 汉 诺 塔 ” 的 移动 次 数 来 表示 “n 层 汉 诺 塔 ” 的 移动 次 数 。 


综 上 所 述 ,我 们 以 
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使 用 n 一 1 层 汉 诺 塔 , 来 表示 nn 层 汉 诺 塔 


的 观点 来 考虑 问题 。 

那么 ， 下 面 的 内 容 非常 重要 ， 请 仔细 阅读 。 

假设 现在 碰 到 了 一 个 难题 。 我 们 十 分 清楚 “简单 问题 易 解 ， 复 杂 问 题 难 解 ”的 道理 。 
所 以 这 时 ,我 们 要 联想 到 汉 诺 塔 ,进行 如 下 思考 。 


能 将 复杂 问题 转换 为 较为 简单 的 同类 问题 吗 ? 


这 就 是 递归 的 思维 方式 。 

对 于 汉 诺 塔 来 说 ， 就 是 将 n 层 汉 诺 塔 转换 为 n 一 1 层 汉 话 塔 的 问题 ， 即 在 问题 中 找 出 递 
归结 构 。 虽 然 暂 未 解决 给 定 的 问题 ， 但 是 要 找 出 同类 的 简单 问题 ， 并 将 它 当 作 “ 已 知 条 件 ” 
来 运用 。 


| | “发现 递 月 结 构 
n 层 汉 庄 塔 ， > 1 层 汉 诺 塔 


如 果 找 到 了 这 种 递归 结构 ， 接 下 来 就 根据 递归 结构 建立 递 推 公式 。 

找 出 递归 结构 并 建立 递 推 公式 ， 是 相当 重要 的 一 环 。 如 果 能 够 总 结 出 解析 式 自然 最 为 
便捷 ， 不 过 若 找 不 到 解析 式 ， 只 建立 递 推 公式 也 是 非常 有 用 的 。 因 为 它 是 得 出 具体 数值 的 
线索 ， 同 时 也 能 帮 有 我 们 把 握 问 题 的 本 质 。 

汉 诺 塔 的 问题 就 聊 到 这 里 ,我 们 带 着 “ 找 出 递归 结构 ”的 思路 ， 进 入 下 一 广内 容 。 


荆 
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| 
再 谈 阶 乘 


我 们 在 第 5 章 中 学 习 过 阶乘 。 本 节 ， 我 们 再 来 谈 谈 阶乘 的 递归 定义 。 


阶乘 的 递归 定义 
在 第 5 章 中 ,我 们 将 n 的 阶乘 nl 定义 如 下 。 
nl=nxn—-1)xm—2)x:..x2x1 


但 按照 这 个 定义 ,，“0 的 阶乘 ”意义 不 明确 。 因 此 ， 另 外 定义 了 0! = 1。 
本 章 ， 我 们 要 如 下 递归 地 定义 阶乘 。 这 可 称 为 阶乘 的 递 推 公式 。 这 样 的 定义 既 能 明晰 
0! 的 值 ， 又 能 省 略 上 面 式 子 中 的 “…” 部 分 。 


Ls (n=0 时 ) 
nx(n-1)!, (n=1,2,3,... 时 ) 


之 所 以 将 它 称 作 递 归 定 义 是 因为 “ 它 使 用 了 阶乘 (n - 1)! 来 定义 阶乘 n1”"。 你 能 发 现 定 
义 中 出 现 的 下 述 递 归结 构 吗 ? 


汪 轩 请 计 源 计 汪汪 于 发 现 递归 结构 靖 味 轩 洲 质 滞 少 H 
1 ! | > | 


该 式 虽 然 使 用 阶乘 自身 来 进行 定义 ， 但 却 不 会 循环 无 解 。 对 于 0 以 上 的 任 一 整数 ，n! 
的 定义 都 很 明确 ， 因 为 使 用 了 比 n! 低 一 层 的 (n 一 了 )! 来 定义 nl。 
例如 ， 从 阶乘 的 递归 定义 出 发 来 看 一 下 3!。 通 过 定义 可 知 


31=3x2! 
再 根据 递归 定义 展开 右边 的 2! 可 得 
21=2X1 


继续 根据 递归 定义 展开 1! 可 得 
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1l!=1x0! 


最 后 根据 “n= 0 时 ”的 定义 可 得 


将 以 上 结果 全 部 结合 起 来 ， 如 下 所 示 。 


31 三 3X2X1x 1 
—— 


0! 的 展开 结果 


1! 的 展开 结果 


2! 的 展开 结果 


至 此 ， 大 家 理解 为 什么 将 0! 定义 为 1 了 吧 。 和 大 0! 不 是 1， 就 无 法 顺利 进行 上 述 递归 定义 。 

另外 ， 大 家 是 否 发 现 阶乘 的 递归 定义 和 第 4 章 学 过 的 数学 归纳 法 比较 类 似 ? n= 0 时 相 
当 于 数学 归纳 法 的 步 又 1(〈 基 底 ) n > 1 时 相当 于 步骤 2 (归纳 )。 若 用 多 米 诺 骨 牌 来 打 比 
方 ,“ 正 确 地 定义 0!” 就 相当 于 “确保 推倒 第 1 张 多 米 诺 骨牌 "。 


| 思考 题 ( 和 的 定义 ) 
多 思考 题 


假设 nn 为 0 以 上 的 整数 ,请 用 递归 方式 定义 从 0 到 n 的 整数 之 和 。 


奉 将 从 0 到 nn 的 整数 之 和 写作 Sm)， 则 S(n) 可 定义 如 下 。 


0， (n=0 时 ) 
s,s (n= 1,2,3,:.…… 时 ) 


@ 解 析 式 
其 实 Sn) 的 解析 式 ， 我 们 在 讲解 小 高 斯 的 断言 时 已 经 做 过 介绍 。 


nx(n+1) 


(Nn) 入 
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递归 和 归纳 了 


上 一 节 我 们 提 到 阶乘 的 递归 定义 和 数学 归纳 法 相似 。 实 际 上 ， 递 归 (recursion ) 和 归 
纳 (induction ) 在 本 质 上 是 相同 的 ， 都 是 “将 复杂 问题 简化 "。 例 如 ， 第 4 章 中 我 们 用 代码 
清单 4-1 的 C 语言 表示 了 数学 归纳 法 的 证 明 ， 其 实 也 可 以 像 代 码 清单 6-2 那样 以 递归 的 方 
式 来 写 prove 国 数 。 


代码 清单 6:2 以 递归 方式 使 用 prove 函数 来 证 明 数 学 归纳 法 


void prove(int n) 


{ 
if (n == 0) { 
printf(" 根据 步骤 1， 得 出 P(%d) 成 立 。N\n"，n) 
} else { 
prove(n - 1); 
printf(" 根据 步骤 2， 可 以 说 “ 若 P(%d) 成 立 ， 则 P(%d) 也 成 立 ” \n"，n-1，n); 
printf(" 因此 ， 可 以 说 “P(%d) 是 成 立 的 ” \n"，n); 
上 
} 


递归 和 归纳 ， 只 是 方向 不 同 。“ 从 一 般 性 前 提 推 出 个 别 性 结论 ”的 是 递归 的 思想 。 而 
“从 个 别 性 前 提 推 出 一 般 性 结论 ”的 是 归纳 的 思想 。 


斐 波 那 契 数 列 


在 阶乘 的 递 人 使 用 (n 一 1)! 来 定义 n!。 在 汉 诺 塔 问题 中 ,利用 “n - 1 层 汉 诺 
”来 解 出 人 2 层 汉 诺 塔 ”。 大 家 已 经 基本 掌握 "递归 ”了 吧 ? 那么 ， 接 下 来 我 们 就 来 思考 
一 下 更 为 复杂 的 递归 。 


Q 本 节 内 容 ， 参 考 Paul Hudak 的 The Haskell School of Expression (11.1 Induction and Recursion)。 


思考 题 ( 不 断 繁 殖 的 动物 ) 


令 思 考题 
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有 一 种 动物 ， 它 出 生 2 天 后 就 开始 以 每 天 1 只 的 速度 繁殖 后 代 。 


只 这 样 的 动物 (该 动物 刚 出 生 ， 从 第 3 天 起 繁殖 后 代 )。 
那么 到 第 11 天 ， 这 样 的 动物 共有 多 少 只 ? 


令 提 示 
按 顺 序 思 考 ， 找 出 规律 。 
【第 1 和 天】 只 有 1 只 动物 。 
【第 2 天 】 有 1 只 动物 ， 还 没 繁 殖 后 代 。 合计 1 只 。 
【第 3 天 】 第 1 天 的 1 只 动物 ， 繁殖 1 个 后 代 。 合计 2 只 。 
【第 4 天 ]】 第 1 天 的 1 只 动物 ， 又 繁殖 1 个 后 代 。 


第 3 天 出 生 的 那 只 动物 还 没 繁殖 后 代 。 合 计 3 只 。 


【第 5 天 】 第 


1 天 和 第 3 天 出 生 的 2 只 动物 又 各 繁殖 1 个 后 代 。 


第 4 天 出 生 的 1 只 动物 还 没 繁殖 后 代 。 合计 5 只。 


我 们 将 目前 为 止 的 思考 结果 画 成 图 (图 6-6 )。 


| 图 6-6 第 1 天 至 第 5 天 的 生物 数 


己 SD 


假设 在 第 1 天 有 1 


第 1 天 下 1 
v 
和 
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进行 归纳 时 ， 不 用 直接 想 “ 第 半天 共有 几 只 ”， 而 是 像 


“第 n 一 1 天 出 生 的 动物 ， 在 第 n 天 还 活着 
。 并 且 ,， 第 n 一 2 天 以 前 出 生 的 动物 ， 在 第 n 天 会 繁殖 1 个 后 代 


这 样 思考 就 能 总 结 出 递 推 公式 。 


在 第 n 天 时 ,“ 昨 天 ， 即 第 n -1 天 以 前 繁殖 的 动物 ”都 活着 。 而 且 ,“ 前 天 ， 即 第 
n 一 2 天 以 前 出 生 的 动物 ”会 繁殖 1 个 后 代 。 因 此 ， 若 设 第 n 天 的 动物 总 数 为 Fn)， 则 
Fln)=Fn-1)+Fan-2) (n 为 3,4,:…), 
Fln) = Fo-D + Fl(n—2) 。 


Ma Mm esa | 
第 n 天 的 动物 数 ”第 n-1 天 前 的 动物 数 ”第 n-2 天 前 出 生 的 动物 数 


在 这 里 ,为 了 让 fF(2)=F(1)+F(0) 成 立 ( 即 让 n=2 时， 以 上 递 推 公式 成 立 )， 定义 
F(0) =0。 此外， 将 第 1 天 的 工具 动物 用 F(1)= 1 表示。 整理 后 可 得 以 下 递 推 公 式 。 


0， (n=0 时 ) 
F(n) = $1, (n=1 了 时) 
Fan-1)+Fn-2), (n=2,3,4,... 时 ) 


总 结 出 了 递 推 公式 之 后 ,我们 就 可 以 从 n= 0 开始 计算 Fn 的 值 了 。 


F(0) =0 
F(1) 三 并 
F(2) =F(1) +F(0)=1 +0 = 
F(3) = F(2) +F(1)=1 +1 =2 
F(4) =F(3) +F(2)=2 +1 = 
F(5) = F(4) +F(3)=3 +2 =5 
F(6) =F(5) +F(4)=5 +3 =8 
F(7) =F(6) +F(5)=8 +5 =13 
F(8) = F(7) +F(6)= 13+8 
F(9) = F(8) +F(7)=21+13 
F(10)= F(9) +F(8)=34+21 =55 
F(11)= F(10)+ F(9)=55+34 = 89 


第 6 章 递归 自己 定义 自己 | 159 


到 第 11 天 为 止 的 繁殖 状况 如 图 6-7 所 示 ， 其 中 表示 动物 ( .表示 后 代 )。 这 个 图 有 种 
不 可 思议 的 美感 ! 从 中 也 可 看 出 动物 数量 呈 爆 发 式 增长 。 


| 图 67， 第 11 天 为 止 的 繁殖 状况 


第 1 天 ， 

第 2 天 。 ~ 

第 3 天 ， 

第 4 天 和 一 一 一 一 ~ 1 和 一 一 一 ~ 
第 5 天 全 一 一 一 ~、 1 中 人 1 + 
第 6 天 


Ea 


从 图 6-7 中 找 得 到 “说 归结 构 ” 了 吗 ? 如 下 所 示 ， 该 图 的 大 结构 中 还 包含 了 一 个 更 小 
的 结构 。 不 过 ， 它 和 汉 诺 塔 有 所 不 同 ， 要 注意 在 nn 层 中 ， 既 包含 n 一 1 层 勾 包含 nh 一 2 层 。 


斐 波 那 契 数 列 
问题 中 出 现 的 数列 


0;1.123,5,8,13,21,34,53,89 


是 在 13 世纪 由 数学 家 斐 波 那 契 (Leonardo Fibonacci，1170 一 1250 ) 发 现 的 ， 因 此 被 命名 为 
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斐 波 那 契 数列 "“。 
韭 波 那 问 数列 会 出 现在 各 种 问题 中 。 下 面 举 几 个 例子 。 


@ 摆 砖头 
现 要 将 1 x 2 大 小 的 砖头 摆 放 成 长 方形 阵列 ， 并 规定 该 长 方形 的 纵 长 必须 为 2 ( 图 6-8 )。 
假设 长 方形 的 横 长 为 2， 运 用 斐 波 那 契 数列 则 砖头 的 摆 法 为 Fa+D 种 (图 6-9)。 


| 图 6-8 用 1 x 2 大 小 的 砖头 摆 放 成 纵 长 为 2， 横 长 为 地 的 长 方形 阵列 


n=0 1 种 


1 1 种 
2 2 种 


3 3 种 


4 5 种 
5 8 种 


[图 6-9” 找 出 砖头 摆 法 的 规律 


| 


之 后 的 砖头 摆 法 和 上 一 种 情况 相同 之 后 的 砖头 摆 法 和 上 两 种 情况 相同 


@ 也 常 以 1 开头 ， 如 1,1,2,3,5,…。 
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原因 很 简单 。 如 图 6-9 所 示 ， 横 长 为 n 的 摆 法 就 是 以 下 两 项 相 加 之 和 。 


“左边 竖立 放置 1 块 砖头 时 ， 右 边 砖头 ((n 一 1) 块 ) 的 摆 法 情况 数 
* 左边 横 司 放置 2 块 砖头 时 ， 右 边 砖 头 (( 一 2) 块 ) 的 摆 法 情况 数 


这 个 加 法 计算 ， 正 好 就 是 斐 波 那 契 数 列 的 递 推 公式 。 
请 注意 ,为 了 让 递 推 公式 成 立 ， 将 1 块 砖头 都 没有 的 摆 法 (2=0) 算 作 “1 种 ”情况 。 


外 创作 旋律 

假设 现在 要 用 4 分 音符 和 2 分 音符 打 拍 子 来 创作 节奏 。2 分 音符 的 时 值 等 于 2 个 4 分 
音符 。 即 4 分 音符 打 2 拍 的 时 间 只 能 打 1 拍 2 分 音符 。 

若 将 4 分 音符 打 nn 拍 的 时 间 ， 用 4 分 音符 和 2 分 音符 来 填充 ， 则 可 以 打出 F(n +1) 种 
节 委 。 
原因 和 前 面 摆 砖 头 相同 。z 拍 时 的 情况 数 ， 是 以 下 2 项 情况 数 相 加 的 结果 ( 图 6-10 )。 


. 先 打 4 分 音符 ， 剩 余部 分 为 n 一 1 拍 时 的 情况 数 
. 先 打 2 分 音符 ,剩余 部 分 为 n 一 2 拍 时 的 情况 数 


| 图 6-10 用 4 分 音符 和 2 分 音符 打 拍子 来 创作 节奏 


n=0 1 种 
1 | 中 1 种 
21JiJ (4 | 2 种 
3 JJ J | 1 | 3 种 
4 | 川上 5 种 
5 jd | jj JJ | 14 J 8 种 


除 此 以 外 ， 在 骂 忠 螺 的 内 壁 间隔 、 获 花 种 子 的 排 法 、 植 物 枝 叶 的 长 法 ， 以 及 “一 次 走 
1 阶 或 2 阶 , 疏 地层 阶梯 的 方法 ”等 问题 中 ， 都 能 看 到 斐 波 那 契 数列 的 号 影 。 
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帕斯卡 三 角形 


什么 是 帕斯卡 三 角形 


请 见 图 6-11。 这 个 图 形 就 叫 帕斯卡 三 角形 。 


| 图 51 帕斯卡 三 角形 


1 
1 4 、 下 
0 
Pe 
ZHAN 
Lew ew we 
1 EE 10 10 3 1 
yo Ce 
1 6 15 20 IS 6 1 


在 帕斯卡 三 角形 中 ， 每 个 数 都 是 上 方 与 它 相 邻 的 两 数 之 和 。 图 6-12 中 ， 用 箭头 表示 出 
两 数 的 相 加 方向 。 


[图 6-12 帕斯卡 三 角形 ( 用 箭头 表示 两 数 的 相 加 方向 ) 


请 动手 画 一 下 帕斯卡 三 角形 ， 这 样 会 有 助 于 你 理解 “ 相 邻 两 数 之 和 ”的 意义 。 在 三 角 
形 的 两 端 ， 加 数 只 有 1 个 (因此 三 角形 左右 两 边 全 都 是 1 )。 

帕斯卡 三 角形 看 似 只 是 简单 的 加 法 计算 练习 ， 而 实际 上 ， 这 里 出 现 的 数 全 都 是 第 5 章 
中 提 到 的 “组 合 数 "。 请 见 图 6-13。 这 里 将 帕斯卡 三 角形 用 Ch ( 从 nn 个 元 素 中 选 出 个 的 
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组 合 总 数 ) 的 形式 来 表示 。 


| 图 6-13 用 组 合 总 数 c 的 形式 来 表示 帕斯卡 三 角形 


Ce 
ZN 
(| Ci 
mA 
G9 GY C3 
WS MN 
CS C! C3 C3 
HS Sr WW VN, 
C9 C1 C3 G3 C4 
AN 、\ i a 
CD 3 C2 C3 G4 CS 
1 SY Wo SA WY \, 
Ce Cs Cé (2 ct ey Cs 


将 Ct 写成 算式 就 是 元 站 ， 其 中 出 现 了 很 多 阶乘 。 而 这 可 以 仅 通过 反复 计算 “ 相 邻 两 
数 之 和 ”来 得 出 ， 着 实 让 人 大 吃 一 惊 吧 ! 


@ 帕斯卡 三 角形 中 出 现 组 合 数 的 原因 

那么 ,我 们 来 探究 一 下 ， 为 什么 帕斯卡 三 角形 中 会 出 现 组 合 数 呢 ? 

我 们 先 把 帕斯卡 三 角形 抛 在 一 边 ， 思 考 一 下 : 下 面 格子 状 的 路 线 从 起 点 到 终点 共有 多 
少 种 方法 可 走 ? 


Ey 


我 们 在 起 点 开始 的 各 个 分 叉 点 上 标 出 “从 起 点 开始 到 本 分 又 点 有 几 条 路 线 ”。 
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< 全 人 


这 个 计算 和 画 帕 斯 卡 三 角形 时 “上 面 两 数 相 加 ”的 计算 是 一 样 的 。 因 为 到 达 某 分 又 点 
的 情况 数 ， 就 是 到 达 它 上 面 的 2 个 分 又 点 的 情况 数 之 和 《这 是 加 法 法 则 )。 
那么 ， 接 着 看 一 下 下 面 这 种 情况 。 


Gey 


从 起 点 到 终点 ， 或 左 或 右 走 下 来 的 路 线 有 多 少 条 呢 ? 到 达 终点 前 ， 要 进行 5 次 “ 往 右 
(R ) 走 ， 还 是 往 左 〈L ) 走 ”的 判断 。 在 5 次 判断 中 ， 必 须 不 多 不 少 地 选择 3 次 往 右 才能 到 
达 终 点 。 即 路 线 的 选 法 等 于 5 中 选 3 的 组 合 。 


Ss! 


C3=— ~ =10 
5 (5— 3)!3! 


这 样 就 通过 两 种 方法 算出 从 起 点 到 终点 的 路 线 数 了 。 一 种 方法 与 帕斯卡 三 角形 的 原理 
相同 ， 即 “ 相 邻 两 数 相 加 ”。 另 一 种 是 计算 和 中选 天 的 组 合 数 ”方法 。 因 为 两 种 方法 的 计 
算 对 象 相同 ， 所 以 结果 应 该 也 相同 。 由 此 可 知 ， 相 邻 两 数 相 加 得 到 的 帕斯卡 三 角形 ， 可 以 
用 组 合 数 来 表示 。 
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递归 定义 组 合 数 
请 看 下 面 的 式 子 。 这 是 什么 呢 ? 


CC EC 


n—l n-l 


这 就 是 用 Ct 表示 帕斯卡 三 角形 ( 图 6-13 )。 像 下 面 那 样 画 图 描述 可 能 更 容易 理解 。 相 
邻 两 数 相 加 ， 得 出 下 一 行 的 数 。 


在 上 式 中 ， 又 出 现 了 n 和 两 个 变量 ,看 上 去 比较 烦琐 。 不 过 从 本 章 主 题 “ 递 归 ” 的 
角度 再 看 一 下 这 个 式 子 ， 有 没有 什么 新 的 发 现 ? 

左边 出 现 的 是 变量 n、k， 而 右边 出 现 的 是 变量 减 1， 如 nn-1、k-1。 这 与 汉 诺 塔 和 阶 
乘 中 出 现 的 递归 定义 模式 非常 相似 。 只 要 补 上 相当 于 基底 的 定义 ， 就 能 构成 “组 合 数 的 递 
归 定 义 "。 我 们 来 看 一 下 。 

设 n 和 kk 都 是 整数 ， 并 且 0<kgn。 将 C5 定 义 如 下 ， 这 就 是 组 合 数 的 递归 定义 。 


国人 (k=0 或 k=n 时 ) 
” [CAI+Ck (0<k<n 时 ) 


1 一 1 ? 


| 组 合 的 数学 理论 解释 


我 们 再 变换 一 下 视角 。 再 仔细 观察 下 面 的 式 子 。 
人 


7 一 1 


现在 开始 ， 考 虑 一 下 该 式 的 “意义 ”。 
Cs 是 nn 中选 的 组 合 总 数 。 因 此 ， 上 式 可 以 用 以 下 文字 来 表述 。 


“n 中 选 上 的 组 合 数 ”等 于 “n 一 1 中 选 k 一 1 的 组 合 数 ”加 上 “n 一 1 中选 上 的 组 合 数 ”。 


只 这 样 说 可 能 没什么 具体 的 感觉 。 那 么 我 们 设 n= 5,k=3 具体 来 看 看 。 
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“5 中 选 3 的 组 合 数 ”等 于 “4 中 选 2 的 组 合 数 ” 加 上 “4 中 选 3 的 组 合 数 ”。 


如 果 还 是 不 能 豁然 开朗 ， 那 我 们 改 成 下 面 这 样 如 何 ? 


“从 A,B,C,D,E 这 5 张 牌 中 选 出 3 张 牌 的 组 合 数 ” 等 于 “包含 A 的 组 合 数 ”加 上 “不 
包含 A 的 组 合 数 ”。 


这 就 明白 了 吧 ? 5 张 中 选 3 张 时 ， 选 出 的 3 张 牌 要 么 是 “包含 A 的 3 张 "， 要 么 是 “不 
包含 A 的 3 张 "。 通 过 是 否 包含 A 来 兼顾 完整 性 和 排他 性 ， 而 由 于 没有 重复 ， 所 以 可 以 使 
用 加 法 法 则 。 

如 何 求 出 “包含 A 的 组 合 数 ” 呢 ? 由 于 A 是 既定 的 ， 因 此 剩 下 的 就 是 从 除 A 以 外 的 4 
张 牌 中 选 出 2 张 就 行 了 。 即 4 中 选 2 的 组 合 总 数 。 

如 何 求 出 “不 包含 A 的 组 合 数 ” 呢 ? 必须 从 A 以 外 的 4 张 牌 中 选 出 3 张 。 即 4 中 选 3 
的 组 合 总 数 。 

以 上 就 为 理解 下 式 打 好 了 基础 。 


Ch = Co-T+Cr 


n—l 


在 该 式 中 , 根据 是 否 包含 系 张 特定 的 牌 ， 可 将 从 张 牌 中 取出 张 的 情况 分 为 两 种 。 


分 为 两 种 情况 选择 特定 的 牌 ， 从 剩余 的 

一 一 一 一 > n 一 1 张 中 选 择 k-1 张 的 
组 合 
从 nn 张 中 选 张 的 组 合 


不 选 特定 的 牌 ， 从 剩余 的 
n 一 1 张 中 选择 k 张 的 组 合 


CE CK-1 Ge 


二 n-l n 
从 nn 张 中 选 k 张 的 组 合 选择 特定 牌 的 组 合 不 选 特定 牌 的 组 合 


如 上 所 示 ， 这 里 并 没有 将 组 合 的 相关 式 子 作为 单纯 的 算式 来 处 理 ， 而 是 挖 据 组 合 在 数 
学 理论 上 的 意义 ， 我们 将 其 称 为 组 合 的 数学 分 析 法 。 

以 上 是 将 复杂 问题 简化 的 递归 解法 之 一 。 为 了 找 出 复杂 问题 中 隐 含 的 递归 结构 ， 我 们 
一 般 这 样 做 。 


" 从 整体 问题 中 隐 去 部 分 问题 (相当 于 关注 特定 牌 ) 


“判断 剩余 部 分 是 否 和 整体 问题 是 同类 问题 
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这 点 非常 重要 ， 我 们 换 一 种 方式 再 解释 一 下 。 假 设 现 在 要 找 出 问题 中 的 递归 结构 ， 那 
么 应 按 以 下 步骤 进行 。 


。 从 nn 层 的 整体 问题 中 隐 去 部 分 问题 


" 判断 剩余 部 分 是 否 是 n 一 1 层 的 问题 


这 就 是 发 现 递 归结 构 的 要 领 。 
本 章 出 现 的 所 有 问题 ， 如 数学 归纳 法 、 汉 诺 塔 问题 、 阶 乘 、 组 合 数 都 具有 递归 结构 。 
关注 特定 部 分 ， 便 可 发 现 剩余 部 分 和 自身 具有 相同 的 结构 。 一 定 要 掌握 找 出 递归 结构 的 


民主 
感觉 。 


递归 图 形 


以 递归 形式 画 树 


本 节 我 们 来 看 看 “递归 图 形 ”。 具 有 递归 结构 的 图 形 ， 自 然 是 用 递归 手法 描绘 出 来 的 。 
请 看 图 6-14。 你 能 从 中 找 出 递归 结构 吗 ? 


| 图 6-14 | 以 递归 形式 画 的 树 
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从 根 看 起 ， 可 以 发 现 树 枝 逐 层 展 开 。 为 了 找 出 递归 ， 我 们 观察 一 下 树 中 隐藏 的 “基本 
结构 ”。 

发 现 了 没有 ? 这 个 树枝 有 左右 两 个 分 又 ， 每 个 分 又 又 连接 着 与 树 本 刁 一 样 的 结构 。 隐 
去 我 们 着 眼 的 树枝 ， 剩 余部 分 就 是 缩小 的 树枝 。 这 里 就 有 递归 结构 。 

我 们 用 变量 〈 参 数 ) 来 代 奉 “缩小 的 树 校 ”， 这 个 邯 表 示 树 枝 的 大 小 。 这 样 ,“ 第 半 层 
的 树 校 ” et es a 在 树 村 前端 又 连接 第 n -1 层 的 树 校 ” 
来 表示 。 树 枝 的 递归 结构 模拟 如 下 。 


7 


\、 / | ! A NT >» 
`、 第 n 层 的 树枝 / ~ AS 


发 现 递归 结构 ， 
第 n so nn 层 的 树枝 


而 第 0 层 的 树 校 ， 就 是 “什么 也 不 画 ”。 


| 实 B 示 作 图 

既然 已 经 说 到 这 里 ， 我 们 就 根据 刚才 的 模拟 图 ， 使 用 海龟 作 图 实际 画 一 下 吧 。 海 龟 作 
图 就 是 在 平面 上 放 一 只 海 旬 ， 通 过 控制 海龟 来 画图 。 这 里 ， 我 们 会 用 到 图 6-15 所 示 的 4 个 
操作 。 


“forward(n) ”前 进 n 步 并 画 线 ( 务 出 第 nn 层 的 树枝 ) 
* back(n) 后 退 n 步 不 画 线 

* left() 左 转 一 定 的 角度 

* rightO 右 转 一 定 的 角度 
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[ 画 65 海龟 作 图 的 4 个 操作 
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left() right() 


I back(n) 左 转 一 定 的 角度 石 转 一 定 的 角度 
后 退步 不 画 线 
本 | | | x 
SS 4 
/A 人 一 
J 2 NS 
So PD a 


以 下 是 描绘 n 层 树 枝 的 drawtree 函数 ， 请 看 代码 清单 6-3。 


伐 码 清 单 6: 引 描绘 n 层 树枝 的 drawtree 函数 


void drawtree(int n) 


攻 

if (n == 6) { 
/* 什么 也 不 做 */ 

} else { 
left(); /* 左 转 */ 
forward(n); /* 描画 第 n 层 的 树枝 */ 
drawtree(n-1); /* 描画 第 n-1 层 的 树枝 */ 
back(n); /* 后 退 */ 
right(); /* 右 转 */ 
right(); /* 右 转 */ 
forward(n); /* 描画 第 n 层 的 树枝 */ 
drawtree(n-1); /* 描画 第 n-1 层 的 树枝 */ 
back(n); /* 后 退 */ 
left(); /* 左 转 */ 

} 
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谢 尔 平 斯 基 三 角形 


再 介绍 一 个 递归 图 形 的 例子 一 一 谢 尔 平 斯 基 三 角形 〈Sierpinski 


gasket, Sierpinski 
triangle ) (图 6-16 )。 


| 图 6-16 | 谢 尔 平 斯 基 三 角形 


观察 这 个 图 形 的 递归 结构 ， 就 会 有 如 下 发 现 。 


发 现 递归 结构 Zs 
Wo 


ee 


用 颜色 区 分 由 斯 下 三 角形 中 的 奇数 和 偶数 ， 就 出 现 了 谢 尔 平 斯 基 三 角形 。 非 常 有 意 


思 吧 ! 


我 们 将 这 种 含有 递归 结构 的 图 形 称 为 分 形 图 ( 图 6-17 )。 
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| 图 6-17 ”用 颜色 区 分 帕斯卡 三 角形 中 的 奇数 和 偶数 


6 yA 286 
1 四 BL 364 有 2002 IVIE 3432 区 2002 EL 364 By! 四 1 


15 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003 1365 455 105 15 


1 1 


E 本章 小 结 


本 章 学 习 了 从 “递归 ”的 观点 把 握 问 题 的 方法 。 只 要 找 出 问题 中 隐 仿 的 “递归 台 
就 能 由 此 导出 递归 定义 和 递 推 公式 。 以 递归 形式 来 描述 具有 递归 结构 的 事物 
较 自 然 ， 二 来 能 够 简洁 地 描述 复杂 的 结构 。 

编程 时 会 ee 吉 构 。 如 程序 源 代码 缩 进 、 树 形 数 据 结 构 、HTML 语法 、 快 速 
排序 算法 等 都 包含 递归 结构 。 

从 斐 ne 以 及 递归 树 的 生长 方式 中 ， 能 够 想象 得 到 递归 
会 膨胀 得 很 大 。 下 一 章 中 我 们 就 来 实际 体验 一 下 吧 。 


? 


3 _ 比 


结构 有 时 


@ 课 后 对 话 

: 把 握 结构 是 关键 吧 ? 

老师 : 对 ! 非常 关键 ! 

学 生 : 为 什么 呢 ? 

老师 : 因为 把 握 结构 是 “分 解 ” 整 个 问题 的 突破 口 。 


上 


学 


CHAPTER 7 


指数 爆炸 


一 一 如 何 解 决 复杂 问题 
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@ 课 前 对 话 
老师 : 假设 现在 有 一 张 非常 柔软 的 纸 ， 厚 度 为 1 mm。 对 折 多 少 次 后 厚度 能 达到 地 球 到 月 球 的 距 
离 呢 ? 
学 生 : 100 万 次 左右 吗 ? 
老师 : 不 对 。 


学 生 : 还 要 更 多 ? 


本 章 学 习 内 容 


本 章 学 习 “ 指 数 爆炸 ”。 所 谓 爆 炸 ， 其 实 不 是 真 的 爆炸 。 指 数 爆炸 是 指数 字 呈 爆炸 式 增 
长 。 如 果 遇 到 的 问题 中 包含 指数 爆炸 就 要 多 加 注意 了 。 因 为 一 旦 处 理 不 好 ， 该 问题 可 能 会 
膛 胀 到 难以 收拾 的 地 步 。 相 反 ， 若 能 巧妙 利用 “指数 爆炸 ”， 它 将 成 为 解决 难题 的 有 力 武器 。 

下 面 ， 我 们 先 学 习 指数 爆炸 的 概念 ， 然 后 我 会 给 大 家 介绍 查找 程序 、 掌 握 指 数 爆炸 的 
对 数 以 及 运用 了 指数 爆炸 的 密码 等 。 


什么 是 指数 爆炸 
首先 来 实际 体验 一 下 指数 爆炸 的 威力 吧 。 
思考 题 ( 折纸 问题 ) 


令 思 考题 一 一 折纸 问题 

假设 现在 有 一 张 厚度 为 1 mm 的 纸 ， 纸 质 非常 柔软 ， 可 以 对 折 无 数 次 。 每 对 折 1 次 ， 
厚度 便 翻 一 番 。 

已 知 地 球 距 月 球 约 390 000 km， 请 问 对 折 多 少 次 后 厚度 能 超过 地 月 距离 呢 ? 


提示 
这 个 问题 看 上 去 有 点 异想天开 。 即 从 1 mm 开始 ， 反 复 进 行 厚 度 翻 倍 的 “倍数 游戏 ”， 
要 重复 多 少 次 才能 超过 390 000 km。 
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1 mm 的 纸 对 折 1 次 ， 厚 度 变 为 2mm。 对 折 2 次 ,厚度 变 为 4 mm。 


lmm 3 


2mm 1 对 折 1 次 


tmm | = 


在 计算 前 ,我 们 先 凭 感觉 估计 一 下 对 折 多 少 次 能 到 达 月 球 。100 万 次 会 不 会 太 多 了 ? 
1 万 次 差不多 吧 ? 你 觉得 对 折 几 次 合适 呢 ? 


令 思 考题 答案 


对 折 次 数 和 厚度 的 对 应 关系 如 下 。 


1 2mm 

2 一 4mm 

3 一 8mm 

4 一 10 mm 

3 一 32 mm 

06 一 04 mm 

7 一 128 mm 
8 一 250 mm 
9 一 512 mm 
10 一 1024 mm 


对 折 10 次 后 厚度 是 1024 mm。 也 就 是 说 这 才 达 到 1.024 m。 下 面 就 以 m 为 单位 吧 。 


11 一 2.048 m 
12 一 4.0960 m 
13 一 8.192 m 
]4 一 10.384 m 
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13 一 32.708 m 
16— 65.536m 
17 一 131.072m 
18 一 202.144 m 
19 一 324.288 m 
20 一 1048.576m 


对 折 20 次 是 1048.576 m, 已 经 超过 了 1 km 呢 ! 那么 …… 单 位 改 为 km 吧 。 


21 一 2.097 152 km 
22 一 4.194 304 km 

23 一 8.388 608 km 
24 一 10.777 210 km 
25 一 33.354 432 km 
20 一 07.108 864 km 
27 一 134.217 728 km 
28 一 208.433 456 km 
29 一 330.870 912 km 
30 一 1073.741 824 km 


不 得 了 ! 对 折 30 次 就 超过 了 1000 km。 而 东京 和 福冈 之 间 的 直线 距离 只 有 900 km 左右 。 


31 一 2147.483 648 km 

32 一 4294.907 296 km 
33 一 8589.934 592 km 
34 一 17 179.869 184 km 
35 一 34 359.738 368 km 
30 一 68 719.476 736 km 
37 一 137 438.953 472 km 
38 一 274 877.906 944 km 
39 一 349 755.813 888 km 


对 折 39 次 达到 了 549 755.813 888 km， 这 就 超过 了 地 月 距离 ( 约 390 000 km )。 
答案 : 39 次 。 
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指数 爆炸 

仅仅 对 折 了 39 次 ,就 让 1 mm 的 纸 的 厚度 达到 了 地 球 到 月 球 的 距离 ， 实 在 是 让 人 大 吃 
一 惊 ! 仅仅 反复 “折纸 "， 数 值 不 断 翻 倍 ， 就 很 快 得 出 了 非常 庞大 的 数值 。 我 们 把 这 种 数值 
急速 增长 的 情况 称 为 “指数 爆炸 ”"。 之 所 以 称 为 指数 爆炸 是 因为 折纸 时 厚度 ( 2” ) 的 指数 
就 是 对 折 次 数 。 ?根据 上 下 文 ， 也 可 以 称 为 “指数 式 增长 ”。 

为 使 大 家 直观 地 理解 指数 爆炸 ， 我 们 来 画 个 图 ( 图 7-1 )。 横 轴 表 示 对 折 次 数 ， 纵 轴 表 
示 厚 度 。 


| 图 7-1 对 折 次 数 和 厚度 关系 图 


厚度 (mm ) 
90 


80 
70 
60 


50 


40 


0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 
对 折 次 数 


从 中 可 见 ， 指 数 函 数 迅 速 攀 升 ， 其 图 像 几乎 垂直 于 x 轴 。 第 6 章 介绍 的 汉 详 塔 ， 随 着 
圆 盘 数目 的 增加 ， 操 作 步 又 呈 指 数 式 增长 。 此 外 ， 斐 波 那 自 数列 也 呈 指 数 式 增长 。 


QD > 会 发 生 指 数 爆 炸 ， 而 台 则 不 会 。 
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倍数 游戏 一 一 指数 爆炸 引发 的 难题 


刚才 的 问题 是 : 将 纸 对 折 几 次 ， 厚度 能 达到 地 球 到 月 球 的 距离 。 结 果 只 用 了 39 次 就 完 
成 了 ,与 最 初 的 印象 大 相 径 庭 呢 ! 请 记 住 这 点 。 

我 们 必须 注意 问题 中 是 否 包 含 倍数 游戏 昌 数 爆炸 。 因 为 包含 指数 式 增长 的 问题 ， 
即使 初 看 比较 简单 ， 但 只 要 问题 稍微 复杂 一 点 ， 就 会 变 得 难以 解决 。 就 好 比 我 们 以 为 离 目 
的 地 只 有 几 步 之 冯 ， 而 实际 却 相差 十 万 八 干 里 。 

那么 ,我 们 就 来 思考 一 下 这 种 “指数 爆炸 ”问题 。 爆 炸 源 究 竞 在 哪里 呢 ? 


| 程序 的 设置 选项 


程序 中 有 控制 程序 运行 的 “设置 选项 ”。 图 7-2 大 家 都 见 过 吧 ? 


Configuration 


Option 1 
Option 2 


Option 3 
Option 4 
Option 5 


从 Option 1 到 Option 5， 图 中 有 5 个 复 选 框 ， 它们 能 分 别 切 换 选 中 状态 (On/Off )。 选 
中 不 同 的 复 选 框 ， 程 序 的 执行 也 会 有 所 不 同 。 

程序 员 必 须 测试 自己 开发 的 程序 是 否 能 够 正确 运行 。 如 果 测 试 不 完备 ， 程 序 就 有 可 能 
崩溃 (crash ) 或 挂 起 (freeze )。 甚 至 可 能 发 生 文件 破损 ， 工 作成 果 丢 失 的 情况 。 

程序 的 运行 是 随 着 设 定 选项 的 改变 而 变化 的 。 因 此 ， 有 可 能 会 出 现 “Option 1 为 On， 
Option 2 为 Off 时 ， 程 序 正常 运行 。 而 Option 1 和 Option 2 都 是 On 时 ， 程 序 骨 溃 ” 的 情况 。 
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所 以 ,应 该 根据 设 定 选项 的 各 种 情况 ， 对 程序 进行 反复 测试 。 在 了 解 了 以 上 内 容 后 ， 请 回 
答 下 题 。 
令 思 考题 

假设 设 定 选项 中 有 5 个 复 选 框 ， 每 个 复 选 框 都 有 On/Off 两 种 状态 。 要 测试 设 定 选 
的 所 有 情况 ， 需 要 几 次 呢 ? 若 将 设 定 选项 改 为 30 个 复 选 框 ,答案 又 是 什么 ? 
令 思 考题 答案 

因为 1 个 复 选 框 有 两 种 状态 ， 所 以 n 个 复 选 框 的 测试 次 数 为 


2x2x:….x2=2" 
-一 一 一 
n 个 
共 需 要 测试 2" 次 。 这 里 使 用 了 乘法 法 则 。 
当 有 5 个 复 选 框 时 结果 为 


2x2x2x2x2=2=32 
— 
3 个 


即 共 需 要 测试 32 次 。 
而 当 有 30 个 复 选 框 时 结果 为 


2x2x.…x2=230=1073741 824 
— A 
30 个 
ae nos a es 
答案 : 当 有 5 个 复 选 框 时 ,需要 测试 32 次 。 
当 有 30 个 复 选 框 时 ， 需 要 测试 10 亿 7374 万 1824 次 。 


@ 回顾 


30 个 选项 说 起 来 也 不 算 多 。 打 开 稍微 大 点 的 应 用 程序 的 “选项 ”菜单 看 看 就 知道 
不 过 尽管 如 此 ， 光 测试 30 个 设 定 选 项 的 所 有 可 能 性 ， 就 需要 10 亿 7374 万 1824 次 。 

假设 1 次 测试 需要 1 分 钟 。1 天 也 只 能 测 60 x 24 = 1440 次 。 一 年 最 多 366 天 ,以 此 
计算 1 年 最 多 可 以 测 60 x 24 x 366 = 527 040 次 。 要 完成 10 亿 7374 万 1824 次 测试 ， 需 要 
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1 073 741 824 :+ 527 040 = 2037.3 年 以 上 。 

综 上 所 述 ， 要 一 个 不 漏 地 测试 设 定 选 项 的 所 有 可 能 性 是 不 现实 的 。 

因此 ， 通 常 在 软件 开发 中 不 进行 这 种 “一 个 不 漏 ”的 全 履 盖 测试 ， 而 是 只 挑选 出 可 能 
对 功能 有 影响 的 选项 进行 测试 。 这 时 ， 如 何 选 出 要 测试 的 设 定 选项 是 很 重要 的 。 因 为 选 多 
了 ， 非 但 测试 没有 意义 ， 而 且 测 试 量 也 将 旦 指数 式 增长 。 


不 能 认为 是 “有 限 的 ”就 不 假 思 索 


有 倍数 游戏 的 地 方 ， 就 有 指数 爆炸 。 一 旦 发 生 指数 爆炸 ， 就 完全 不 能 像 预想 的 那样 
“通过 几 步 就 解决 ”了 。 因 此 在 解 题 之 前 ， 要 先 判断 其 中 是 否 隐 含 着 倍数 游戏 。 

有 些 读者 可 能 会 想 : 虽说 是 指数 爆炸 ， 但 它 也 是 有 限 的 ， 只 要 让 计算 机 全 速 运行 ， 总 
会 解决 的 ， 不 必 想 得 太 多 。 然 而 这 种 想法 是 不 正确 的 。 

当然 ， 如 果 问 题 是 有 限 的 ， 并且 可 以 做 到 一 个 不 漏 地 解决 ， 那么 只 要 运行 计算 机 总 会 处 
理 完 。 但是， 如 果 需 要 花 上 几 千 年 的 时 间 才 能 解决 ， 这 种 “解决 ”就 对 人 类 没有 意义 了 。 一 
般 问 题 不 仅 要 在 “有 限 的 时 间 ” 里 ,更 要 在 人 们 期 待 的 “ 短 时 间 ” 内 解决 ， 这 一 点 至 关 重 要 。 

因此 ， 如 果 问 题 中 包含 指数 爆炸 ， 就 不 能 简单 地 采用 “一 个 不 漏 ” 的 方法 解决 。 


二 分 法 查找 一 一 利用 指数 爆炸 进行 查找 
我 们 已 经 体会 到 了 指数 爆炸 的 厉害 ， 这 次 就 来 思考 如 何 借助 指数 爆炸 的 力量 吧 。 


寻找 犯人 的 思考 题 


有 15 个 犯罪 嫌疑 人 排 成 一 排 ， 其 中 只 有 1 个 是 真正 的 “犯人 ”( 图 7-3 )。 你 要 通过 问 
他 们 “犯人 在 哪里 ?” 来 找 出 真正 的 犯人 。 


图 7-3 从 1S 人 中 找 出 犯人 


TGSISSG SIS ISTSTD 
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假设 选择 其 中 1 人 问 “ 犯 人 在 哪里 ”， 会 得 到 以 下 3 种 答案 ， 其 中 有 1 个 是 正确 的 
(图 7-4)。 


(1)“ 我 是 犯人 。”( 询问 对 象 是 犯人 时 ) 
(2)“ 犯 人 在 我 左边 。” 
(3)“ 犯 人 在 我 右边 。” 


[图 7-4 | 3 种 回答 


38888888 we 
所 省 所 -OP 区 负 (2) 犯人 在 我 左边 
QAONDDD on 


这 


这 时 ， 仅 通过 3 次 问 话 就 能 在 15 人 中 找到 真正 的 犯人 。 那 么 ， 应 该 怎样 问 话 呢 ? 


提示 : 先 思考 人 数 较 少 的 情况 


因为 犯人 在 15 人 中 ， 所 以 只 要 从 边 上 开始 按 顺 序 提问 ，15 次 就 一 定 能 找到 犯人 。 而 
只 提问 3 次 ， 能 不 能 找到 呢 ? 
15 人 有 点 多 ， 我 们 先 缩小 一 下 问题 规模 。 先 假设 犯人 在 3 人 中 (图 7-5 )。 


图 7-$ 假设 犯人 在 3 人 中 


辣 
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这 种 情况 下 ， 只 要 向 中 间 的 那个 人 提问 ， 就 能 确定 谁 是 犯人 。 中 间 的 人 不 一 定 必 须 就 
是 犯人 。 即 使 不 直接 向 犯人 提问 ， 也 可 根据 中 间 的 人 的 回答 确定 谁 是 犯人 (图 7-6)。 


(1)“ 我 是 犯人 ”一 本 人 是 犯人 。 
(2)“ 犯 人 在 我 左边 ”一 左边 的 人 是 犯人 。 
(3)“ 犯 人 在 我 右边 ”一 右边 的 人 是 犯人 。 


[图 7-6 3 个 人 的 情况 下 ， 提 问 1 次 就 能 确定 犯人 
4 
所 中 所 (1) 我 是 犯人 
= 本 人 是 犯人 
名 人 名 (2) 犯人 在 我 左边 
一 左边 的 人 是 犯人 


人 
一 右边 的 人 是 犯人 


按照 这 个 思路 ， 当 人 数 为 15 人 时 ， 应 该 如 何 提问 呢 ? 


思考 题 答案 


如 下 所 示 ， 反 复 “在 包含 犯人 的 范围 内 ， 向 正中 间 的 人 提问 ”, 为 
找到 犯人 。 


样 的 话 提问 3 次 就 能 


【第 1 次 提问 】 首先 ， 向 1$ 人 里 正中 间 的 那个 人 提问 

这 时 ,我 们 知道 犯人 在 左边 7 人 、 本 人 、 布 边 7 人 这 三 组 的 其 中 一 组 中 。 如 果 本 人 就 
是 犯人 ,那么 提问 结束 。 
【第 2 次 提问 】 接 着 ， 向 筛选 出 的 7 人 里 正中 间 的 那个 人 提问 

这 时 ， 我 们 知道 犯人 在 左边 3 人 、 本 人 、 右 边 3 人 这 三 组 的 其 中 一 组 中 。 如 果 本 人 就 
是 犯人 ， 那 么 提问 结 
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【第 3 次 提问 】 最 后 ， 向 筛选 出 的 3 人 里 正中 间 的 那个 人 提问 
这 时 ， 我 们 知道 犯人 在 左边 1 人 、 本 人 、 右 边 1 人 这 三 组 的 其 中 一 组 中 。 这 样 就 可 以 
找 出 犯人 (图 7-7)。 


| 图 7-7 向 正中 间 的 人 提问 ， 经 过 3 次 就 能 找 出 犯人 


向 正中 间 的 那个 人 提问 ， 就 能 从 
左边 7 人 、 本 人 、 J 


向 第 选 出 的 7 人 里 正中 间 的 那个 人 提问 ， 尖 能 从 一 
左边 3 人 本 人 、 3 人 中 筛选 出 目标 


rr a 


向 筛选 出 的 3 人 里 正中 间 的 那个 人 提问 ， 就 能 从 
左边 1 人、 本 人 、 右 边 1 人 中 第 选 出 目标 


找 出 递归 结构 以 及 递 推 公式 


假设 右 起 第 5 人 是 犯人 ， 步 又 就 如 图 7-8 所 示 那 样 。 将 犯人 所 在 的 范围 依次 缩小 为 15 
人 一 7 人 一 3 人 一 1 人 。 
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[图 7-8 | 犯人 是 右 起 第 5 人 的 情况 


elalalalalalalalelalitalal el 

生生 和 人生 和 和 第 1 次 提问 第 迁 47 人 
83888888SS 六 59 第 2 次 提问， 信和 册 3 人 
elle lt effets 第 3 次 提 问 ， 久 定 1 人 


关键 之 处 在 于 向 正中 间 的 人 提问 1 次， 就 能 筛选 掉 超 过 一 半 的 人 。 实 际 上 ， 这 里 隐藏 
着 使 用 第 n -1 层 问 题 来 表示 第 n 层 问 题 的 递归 结构 。 


I 


这 里 所 说 的 “第 n 层 ”中 的 nx， 就 是 “剩余 提问 次 数 ”。 

现在 , 将 “第 n 次 提问 所 能 确定 的 最 多 犯人 人 人数” 写作 P(n)。 

我 们 先 来 思考 为 0 的 情况 。 要 想 在 第 0 次 提问 (不 提问 ) 的 情况 下 确定 犯人 ， 必 须 
一 开始 只 有 1 个 嫌疑 人 。 如 果 有 2 个 以 上 的 嫌疑 人 ， 就 只 能 通过 提问 才能 确定 犯人 了 。 因 
此 ，P(0) 为 1。 


P(0)= 1 


接着 ,思考 n 为 1 的 情况 。3 人 时 ， 提问 1 次 能 确定 犯人 ， 而 4 人 以 上 时 ,提问 1 次 不 
能 确定 犯人 人。 因此，P(1) 为 3。 


P(1)=3 
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通过 递归 结构 ， 能 整理 出 以 下 递 推 公式 。 


C0 


如 下 分 析 上 述 递 推 公式 更 易 理解 。 


Pl(n) = Pn—1) + 1 十 Pl(n—1) 

\ 一 一 -一 一 一 一 一 一 -一 一 一 
第 n 次 提问 所 能 “犯人 在 左边 ”的 回答 后 , 第 n -1 ”本 次 提问 对 象 “犯人 在 右边 ”的 回答 后 , 第 n 一 1 
确定 的 最 大 人 数 次 提问 所 能 确定 的 最 大 人 数 次 提问 所 能 确定 的 最 大 人 数 


这 个 递 推 公式 和 “ 汉 诺 塔 ” 的 递 推 公式 形 式 相 同 ， 不 过 n= 0 时 的 值 不 同 。P(n) 的 解析 
式 如 下 


P(OD=2x —1 


即 通 过 nn 次 提问 ,可 以 在 2”1 -工人 中 确定 犯人 。 


| 二 分 法 查找 和 指数 爆炸 


上 上述“ 寻找 犯 人 ”的 思考 题 中 使 用 的 方法 ， 和 计算 机 中 查找 数据 时 常用 的 “二 分 法 查 
找 ” 是 一 样 的 。 

二 分 法 查找 ( binary search ) 是 在 有 序数 据 中 找 出 目标 数据 时 “总 是 判断 目标 数据 所 在 
范围 内 正中 间 数 据 ” 的 方法 。 也 叫 作 “二 分 法 ”“ 二 分 查找 ”。 

下 图 中 有 15 个 数 按 顺 序 排列 。 假 设 要 在 其 中 查找 出 特定 的 数 (如 67 )。 要 求 这些 数 必 
须 从 小 到 大 排列 ， 并 且 要 查找 的 数 必 为 其 中 之 一 。 


16117123129131142145158 162166 67171178183 88 


和 找 犯 人 相同 ， 要 反复 “判断 正中 间 的 数 "。 判 断 1 次 会 出 现 以 下 3 种 情况 之 一 。( 这 3 
种 情况 是 兼顾 完整 性 和 排他 性 的 。) 


“ 判断 的 数 等 于 67 ( 查找 成 功 ) 
“ 判断 的 数 大 于 67 (目标 数据 在 左边 ) 
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“判断 的 数 小 于 67 ( 目标 数据 在 右边 ) 


和 找 犯 人 完全 一 样 ， 也 仅 通过 3 次 判断 就 找到 了 67。 


16|17123129131142145|158|162166167171178183 188 


16|117123129131142145158162166167171178183188 


16|17123129131142145158162166167171178183 188 


16|17123129131142145158162166167171178183188 


15 个 数 不 算 多 ， 从 边 上 开始 判断 也 不 会 花 太 多 工夫 。 不 过 ， 要 知道 二 分 法 查找 使 用 了 
指数 爆炸 的 方法 。 二 分 法 查找 在 大 量 数据 中 进行 查找 时 ， 会 发 挥 出 巨大 的 威力 。 例 如 ， 仅 
判断 10 次 ， 就 能 在 2047 个 数据 中 找到 目标 数据 。 判 断 20 次 就 能 在 209 万 7151 个 数据 中 找 
到 目标 数据 。 判 断 30 次 就 能 在 21 亿 4748 万 3647 个 数据 中 找到 目标 数据 。? 

二 分 法 查找 的 关键 在 于 ， 每 判断 1 次 就 能 筛选 出 近 一 半 的 查找 对 象 。 因 此 ， 必 须 将 查 
找 对 象 “ 有 序 ” 排 列 。 否 则 ， 判 断 时 就 不 能 确定 目标 数据 “在 左边 还 是 在 右边 ”了 。 所 以 ， 
在 上 一 节 “ 找 犯人 ”的 问题 中 ， 排 成 一 排 的 人 都 知道 犯人 在 自己 的 左边 还 是 右边 。 

用 二 分 法 查找 ， 每 判断 1 次 就 能 筛选 出 近 半 数 查 找 对 象 。 换 言 之 ， 多 判断 1 次 就 能 从 
近 2 倍 的 查找 对 象 中 找 出 目标 数据 。 二 分 法 查找 有 效 地 利用 了 指数 爆炸 ， 大 家 明白 了 吧 ? 


对 数 一 一 掌握 指数 爆炸 的 工具 


一 旦 发 生 指 数 爆炸 ， 数 字 就 会 变 得 非常 庞大 。 本 节 ， 我们 就 来 学 习 处 理 这 种 庞大 数字 
的 工具 一 一 “对 数 ” o 


Q@ 和 “ 找 犯 人 ”相同 ,判断 an 次 就 能 从 2”*1 - 1 个 数据 中 找 出 目标 数据 。 
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什么 是 对 数 


求 数 100 000 中 0 的 个 数 (5 )， 就 称 作 求 100 000 的 对 数 ， 也 称 作 取 对 数 、 计 算 对 数 。 
100 000 的 对 数 是 5。 而 100 的 对 数 是 2，1000 的 对 数 是 3，10 000 000 000 000 000 的 对 数 是 
16 (数字 0 的 个 数 )。 

再 庞大 的 数 ， 其 对 数 也 会 相对 较 小 。 因 为 对 数 是 用 0 的 个 数 来 表示 该 数 。 例 如 ， 宇 窑 
中 所 有 基本 粒子 的 总 数 为 100 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 
000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000， 它 的 对 数 只 有 80。 庞 大 的 数值 位 数 多 得 难以 
处 理 ， 而 处 理 对 数 就 容易 多 了 。 

“1000 的 对 数 是 3” 的 表述 ， 更 为 正确 的 写法 是 “以 10 为 底 ，1000 的 对 数 为 3”。 这 里 
所 说 的 “ 底 ”， 相 当 于 “什么 的 3 次 方 为 1000?” 中 的 “什么 ”。 底 也 称 为 “基数 ”。 


| 对 数 和 乘 方 的 关系 
对 数 和 乘 方 是 互 着 关系。 下 面 两 句 话说 的 是 一 回 事 。 


"10 的 5 次 方 为 100 000 

。 以 10 为 底 ，100 000 的 对 数 为 5 

乘 方 是 “反复 相 乘 到 指定 次 数 ” 的 计算 。 相 反 ， 对 数 则 是 “ 乘 多 少 次 能 得 到 该 数 ” 的 
计算 。 乘 方 和 对 数 确 实 是 互 逆 关系 呢 。 

我 们 将 “10 的 5 次 方 ” 记 作 


105 


当然 ， 具 体 的 值 如 下 。 
105 = 100 000 
相同 地 ， 我 们 将 “100 000 的 对 数 ” 记 作 
logi0100 000 ( 读 作 “log10 万”) 


即 可 ， 不 用 写作 “100 000 的 对 数 ”。 
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具体 的 值 如 下 。 


logi0100 000=5 


因为 log10100 000 表示 “10 的 几 次 方 为 100 000”， 而 105 = 100 000。log 是 logarithm 的 缩 
写 ， 意 为 对 数 。 

或 许 一 看 到 算式 ， 你 就 觉得 内 容 一 下 变 难 了 ,不 过 其 实 只 要 理解 “对 数 是 乘 方 的 逆 运 
算 ”， 就 没 那 么 难 了 。 

下 面 来 做 几 道 思考 题 ,， 看 看 大 家 是 否 理解 log 了 。 


令 思 考题 
log101000 的 值 是 多 少 ? 


令 思 考题 答案 


log101000 = 3。 可 以 考虑 103 = 1000， 也 可 以 单纯 地 看 “1000 的 0 的 个 数 ”。 


令 思 考题 
logi0 103 的 值 为 多 少 ? 
令 思 考题 答案 


因为 103 = 1000， 所 以 log10103 = 3。 

logio0N 表示 “10 的 几 次 方 为 N”。 log1010 的 值 总 是 wa， 因为 10 的 a 次 方 就 是 10%。 
令 思 考题 

10'8101000 的 值 为 多 少 ? 
令 思 考题 答案 

10legio 1000 = 1000。 因 为 loglo1000 为 3， 所 以 1018101000 = 103， 即 1000。 

logioN 表示 “10 的 几 次 方 为 W" ， 所 以 10ognoy 的 值 总 是 入 


以 2 为 底 的 对 数 
至 此 主要 介绍 的 是 以 10 为 底 的 对 数 。 我 们 也 可 以 用 相同 的 思路 来 看 以 2 为 底 的 对 数 。 


洛 


即 ， 按 照 如 下 思路 
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103 = 1000 Pt 三 3 


23 _ 8 。_ 相同 


log»8=3 


log101000 表示 “10 的 几 次 方 是 1000”"， 而 log28 表示 “2 的 几 次 方 是 8 。 


以 2 为 底 的 对 数 练习 
为 了 熟悉 以 2 为 底 的 对 数 ， 我 们 来 做 些 练习 吧 。 
令 思 考题 
log22 的 值 是 多 少 ? 
令 思 考题 答案 
log22 = 1。 因 为 2 的 1 次 方 为 2。 
令 思 考题 
log2256 的 值 是 多 少 ? 
令 思 考题 答案 


因为 256 是 2 的 8 次 方 ， 所 以 10g2256 = 8。 


对 数 图 表 


我 们 知道 ， 再 难以 处 理 的 庞大 数值 ， 它 的 对 数 都 是 更 易 处 理 的 较 小 数值 。 这 点 从 以 下 
算式 中 不 难 发 现 。 
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loglo1=0 

loglo10 =1 
loglo100 =2 
loglo1000 = 3 
loglo10 000= 4 
logi0100 000=5 
logio1 000 000 =6 


log10 100 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 = 50 


若 在 纵 轴 上 使 用 对 数 ， 即 使 发 生 指数 爆炸 也 能 绘制 出 一 目 了 然 的 图 表 来 。 这 称 为 对 数 
图 表 。 

在 图 7-9 ( 左 ) 中 ,用 普通 图 表 表 示 纸 对 折 后 的 厚度 时 ， 曲 线 会 又 然 上 升 ， 不 太 好 看 。 
但 如 果 画 成 图 7-9 ( 右 ) 的 对 数 图 表 ， 指 数 爆炸 也 能 表现 得 更 好 看 。 

请 看 对 数 图 表 纵 轴 上 的 数 。20, 210, 220,...， 即 1, 1024, 1 048 576, . . . 呈 指 数 式 增长 。 像 
这 样 等 间距 标 出 旦 指数 式 增长 的 数 就 是 对 数 图 表 的 特征 。 

对 数 图 表 能 够 帮助 我 们 把 握 发 生 指 数 爆炸 的 数 急速 增长 的 情况 。 


| 图 7-9 用 对 数 图 表 表 示 对 折 次 数 和 厚度 关系 


厚度 (mm ) 普通 图 表 厚度 (mm ) 对 数 图 表 
90 290 
80 22 
70 270 
60 260 
50 250 
40 ps 
30 20 
20 220 
10 210 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 2 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 


对 折 次 数 对 折 次 数 
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指数 法 则 和 对 数 


我 们 再 进一步 思考 。 
请 仔细 观察 以 下 指数 运算 法 则 。 
10° x 102 = 102+2 
现 假设 100 和 1000 进行 “乘法 计算 ”。100 是 10?，1000 是 103。 根 据 指数 法 则 ， 以 下 等 
式 成 立 。 


102 x 103 = 102*3 


虽然 是 100 和 1000 进行 “乘法 计算 ”, 但 是 只 要 做 指数 2 和 指数 3 的 “加 法 计算 ”， 就 
能 求 出 答案 10243， 即 100 000。 
现在 进行 的 计算 可 以 用 图 7-10 来 表示 。 


[图 7-10 ”使 用 加 法 进行 乘法 计算 


取 对 数 


100 | x | 1000 2 |+| 3 


对 数 的 逆 运 算 
100 000 5 
乘法 计算 完成 


取 10? 的 指数 2 和 103 的 指数 3， 相当 于 求 原 数值 的 对 数 。 因 此 ，2 个 数 相 乘 时 ， 分 别 
求 出 它们 的 对 数 并 相 加 ， 再 进行 乘 方 运算 ， 即 这 里 可 以 用 加 法 实现 乘法 计算 。 
用 对 数 (log ) 表示 指数 运算 法 则 如 下 。( 设 A>0,B>0) 


192 | 程序 员 的 数学 


乘法 比 加 法 难 。 而 使 用 对 数 ， 就 能 将 乘法 转换 为 加 法 。 即 “将 复杂 计算 转换 为 简单 的 
计算 ”。 

我 们 来 归纳 一 下 。 现 假设 2 个 正 数 4 和 B 相 乘 。 我 们 不 直接 用 A 乘 以 BB， 而 是 执行 以 
下 3 个 步骤 。 


(1) 分 别 求 出 “4 的 对 数 ” 和 “B 的 对 数 ”。 
(2) 把 “A 的 对 数 ” 和 “B 的 对 数 ” 相 加 。 
(3) 相 加 的 结果 进行 乘 方 (对 数 的 逆 运 算 )。 


过 这 3 个 步骤 ,就 能 计算 AxB 了 (图 7-11 )。 


总 


| 图 7-11 使 用 加 法 进行 乘法 计算 ( 抽象 化 ) 


(1) 取 对 数 


A |x B logi4 | + logioB 


| 2) 计算 
(3) 对 数 的 逆 运 算 


10logo4+logoB Ee logioA 十 log 10 B 
这 样 就 能 完成 乘法 计算 


学 生 : 虽然 加 法 比 乘法 简单 ， 但 是 对 数 计算 可 比 乘法 难 多 了 。 
老师 : 确实 如 此 。 不 过 可 以 将 对 数 事先 做 成 表 。 下 一 节 中 我 们 会 讲 到 计算 尺 ， 它 是 一 种 将 事先 计算 
好 的 对 数 标 成 刻度 的 工具 。 


对 数 和 计算 尺 


我 们 先 来 回顾 一 下 历史 。 
对 数 是 由 约翰 奈 皮 尔 (John Napier，1550 一 1617 ) 于 1614 年 发 现 的 。 奈 皮尔 展示 了 
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有 效 使 用 对 数 进行 乘法 和 除法 计算 的 方法 。 

当时 的 天 文学 家 ， 必 须 在 没有 计算 机 的 条 件 下 ， 处 理 庞大 的 数值 并 进行 许多 乘法 计算 。 
因此 奈 皮尔 的 对 数 表 和 计算 尺 得 到 了 广泛 运用 。 

上 一 节 讲 过 使 用 对 数 可 以 有 效 地 将 乘法 计算 转换 为 加 法 计算 。 

而 计算 尺 就 是 使 用 对 数 进行 乘法 计算 时 的 一 种 辅助 工具 。 下 面 讲解 一 下 简化 了 的 计算 
尺 及 其 原理 。 

请 看 图 7-12。 图 中 使 用 数 轴 进 行 了 3 +4=7 的 计算 。 将 刻度 间隔 相同 的 2 个 数 轴 交 错 
排列 ， 读 取 刻 度 就 能 进行 加 法 计算 。 


‖ 图 元 蕊 ”使 用 计算 尺 进行 加 法 计算 


滑动 计算 尺 ， 
使 0 与 3 对 齐 


3 


Ci 
~ 

ow 

| 一 

三 

We tee ss ed 


若 数 轴 的 刻度 保持 等 间隔 不 变 ， 将 各 个 刻度 上 的 数 规定 为 乘 方 ， 就 能 把 上 面 的 加 法 转 
换 为 乘法 了 。 图 7-13 为 使 用 数 轴 计 算 103 x 104 = 103*4。 

在 该 数 轴 中 ， 刻 度 每 向 右 移动 1 个 单位 ， 数 值 就 变 为 原来 的 10 倍 。 这 种 呈 指 数 式 增 长 
的 刻度 就 是 对 数 刻 度 的 特征 。 
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图 7-14 的 数 轴 也 是 对 数 刻 度 。 不 过 这 个 数 轴 和 图 7-13 有 所 不 同 ， 刻 度 每 向 右 移 动 1 个 


位 置 ， 数 值 只 增加 1， 而 刻度 的 间隔 却 递减 。 虽 然 形 式 不 同 ,但 这 也 是 对 数 刻度 。 该 图 计 


算 的 是 3x4=12。 


人 图 7-13 ”指数 的 加 法 计算 变 为 了 乘法 计算 


100 10! 10? 103 104 105 106 107 108 10? 1 


100 10! 10? 103 104 105 106 107 108 10> 1 


滑动 计算 尽 ， 
使 100 与 103 对 齐 


这 时 104 对 应 的 是 107 


和 409 101 10? 省 六 兴 105 | 


107 108 109 1010 


10% 10! 10? 104 105 + 1 108 | 


103 x 10“ = 107 
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1 图 7-14 使 用 对 数 进行 乘法 计算 


1 2 3 4 5 6 7 8 it 


2 3 4 和 6 7 8 9 101 1 


滑动 计算 尺 ， 
使 1 与 3 对 齐 


3 一 有 居 隐 Wt 
1 2 由 | 5 6/7 8 | 


x 12 


密码 一 一 利用 指数 爆炸 加 密 
本 节 讲 讲 指数 爆炸 如 何 帮 助 我 们 保护 信息 。 


暴力 破解 法 


现在 使 用 的 密码 ,是 用 名 为 “ 密 钥 ”的 随机 字 节 流 来 加 密 的 〈 图 7-15 )。 只 有 知道 这 个 
“ 密 钥 ”的 人 才能 将 密 文 还 原 ( 解密 ) 为 原来 的 消息 ( 原文 )。 
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图 7-15， 将 消息 用 密 钥 加 密 


密 钥 
10110101101010010101101110110101000101011011 
密 文 
原文 

3]7&5#89M 
你 好 。 JWC^ Kk3Te, 
下 周 日 我 加 密 &7H8R$KVL 
们 在 新 宿 FuU9KiLYj 
见面 吧 。 9115KEHo9 

J&vXz 


假设 现在 某 人 不 知道 密 钥 ， 却 想 解 读 密 文 。 如 果 加 密 算法 没有 任何 弱点 ， 那 就 只 能 
“一 个 不 漏 ” 地 去 试 密 钥 了 。 即 做 出 和 密 钥 长 度 相同 的 字 节 流 ， 尝 试 破译 密 文 。 就 像 用 不 同 
的 钥匙 ， 试 着 看 哪 把 能 开启 这 扇 上 了 锁 的 门 。 

这 种 密码 破译 法 称 为 暴力 破解 法 ( brute-force attack )。 


字 长 和 安全 性 的 关系 


被 用 作 密 钥 的 字 节 流 长 度 〈 密 钥 的 字 长 ) 越 长 ， 暴 力 破解 就 越 费时 。 
如 果 密 钥 的 字 长 只 有 3 位 ， 那 么 正确 的 密 钥 必 是 下 列 8 种 之 一 。 


000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111 


即 如 果 密 钥 为 3 位 ,那么 最 多 试 8 次 便 能 破解 密 文 。 
我 们 再 来 看 4 位 密 钥 是 什么 情况 。 密 钥 有 以 下 16 种 可 能 。 


0000, 0001 0010, 0011, 0100, 0101, 0110, 0111， 
1000, 1001 1010, 1011 1100, 1101, 1110, 1111 


即 ，4 位 密 钥 ,最 多 试 16 次 就 能 破解 密 文 。 

依 此 类 推 ，5 位 密 钥 ， 最 多 试 32 次 可 破解 。6 位 密 钥 ， 最 多 试 64 次 可 破解 。 看 了 上 述 
字 长 较 短 的 例子 ， 你 一 定 不 认为 这 些 东 西 能 够 保护 重要 机 密 吧 。 其 实 ， 现 实 中 ， 并 不 使 用 
字 长 较 短 的 密 钥 ， 现 在 常用 的 密 钥 都 在 128 位 以 上 。 

在 此 请 注意 观察 字 长 和 试 解 次 数 的 关系 。 设 字 长 为 %， 则 有 效 密 钥 的 可 能 性 ( 试 解 次 
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数 ) 为 2%。 每 增加 1 位， 试 解 次 数 就 翻 倍 ， 也 就 是 说 这 里 包含 了 指数 爆炸 。 


例如 512 位 密 钥 的 总 数 = 252 
= 13 407 807 929 942 597 099 574 024 998 205 846 127 479 365 820 
592 393 377 723 561 443 721 764 030 073 546 976 801 874 298 166 
903 427 690 031 858 186 486 050 853 753 882 811 946 569 946 433 
649 006 084 096 


这 个 密 钥 就 很 难 用 暴力 破解 法 破解 了 。 

密 钥 的 字 长 只 要 增加 1 位 试 解 次 数 就 倍增 。 一 般 感 觉 512 不 算 什 么 大 数 。 然 而 在 发 生 
指数 爆炸 的 情况 下 ，512 却 能 生成 惊人 的 数量 。 

假设 构成 宇宙 的 每 一 个 基础 粒子 都 是 一 台 现 代 超 级 计算 机 。 即 便 这 些 不 计 其 数 的 超级 
计算 机 ， 从 宇宙 诞生 开始 一 刻 不 停 地 试 解密 钥 ， 试 到 现在 也 试 不 完 512 位 密 钥 的 所 有 情况 。 

不 了 解密 码 的 人 往往 会 想 “ 不 管 256 位 还 是 512 位 ， 密 钥 的 个 数 总 归 是 有 限 的 。 因 此 ， 
只 要 逐一 试 下 来 ， 总 会 破解 的 "。 此 话 不 错 ， 但 不 现实 。 因 为 发 生 指数 爆炸 时 ， 较 小 的 数 也 
能 生成 庞大 的 信息 量 ， 而 这 个 信息 量 是 人 类 的 时 间 和 能 力 所 远 远 无 法 处 理 的 。 

如 果 只 考虑 是 否 可 以 破解 ， 那 么 几乎 所 有 的 密码 都 是 可 以 用 暴力 破解 法 来 破解 的 。 但 
是 “可 以 破解 ”和 “可 以 在 现实 时 间 内 破解 ”是 两 回 事 。 只 要 使 用 足够 位 数 的 密 钥 ， 在 现 
实时 间 内 就 破解 不 了 密码 。” 


! 如何 处 理 指数 爆炸 


‖ 理解 问题 空间 的 大 小 


如 果 你 遇 到 了 难题 ， 那 么 首先 要 理解 问题 描述 的 “空间 "。 该 问题 空间 越 大 ， 就 越 难 找 
到 答案 ， 就 好 比 在 凌乱 的 房间 里 找 书 。 

首先 要 确认 的 是 书 确实 在 房间 里 吗 ? 一 一 要 找 的 答案 确实 存在 吗 ? 

确定 “在 房间 A 或 房间 B 中 ”后 ， 如 果 房 间 A 中 找 不 到 ， 就 肯定 在 房间 B 中 。 这 就 是 


OD 密码 破解 中 存在 与 密码 算法 相应 的 破解 方法 。 这 里 只 讨论 暴力 破解 法 。 想 学 习 密码 学 基础 的 读者 ， 可 以 参考 作者 
的 《图 解密 码 技术 》 一 书 。 
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逻辑 思维 。 

然后 ， 只 要 知道 书 “ 在 书架 上 ”， 寻 找 过 程 就 会 变 得 更 为 简单 。 这 一 步 缩 小 了 要 探索 的 
问题 空间 。 即 并 非 一 上 来 就 四 处 搜寻 ， 而 是 首先 限定 范围 。 

接着 ， 如 果 书 架 中 的 书 陈列 有 序 ， 那 么 从 头 开始 按 顺序 查找 就 能 找到 。“ 从 头 开始 按 顺 
序 查 找 ” 不 难 ， 困 难 的 是 如 何 达 到 “从 头 开始 顺序 查找 ”这 一 状态 。 只 要 做 到 这 一 步 ， 之 
后 的 事 便 可 以 交 由 机 顺 人 或 计算 机 来 执行 了 。 

遇 到 任何 问题 ， 只 要 具备 “判断 是 否 已 成 功 破 解 的 方法 ”和 “ 按 顺 序 试 解 的 步骤 ” 
就 可 以 使 用 暴力 破解 法 。 人 工 智 能 的 先驱 马 文 * 明 斯 基 (Marvin Minsky ) 将 其 命名 为 
“ 解 迷 原理 ”。 

但 有 些 问 题 即使 知道 后 面 仅 需 按 顺序 试 解 即 可 ， 却 也 难以 解决 。 那 些 涉 及 指数 爆炸 的 
问题 ,很 可 能 出 现 这 种 情况 。 


| 四 种 处 理 方法 
对 于 涉及 指数 爆炸 的 问题 ， 大 体 上 有 四 种 处 理 方法 。 


@ 极 力求 解 
第 一 种 方法 是 “知道 方法 以 后 极力 求解 "。 即 增强 计算 机 性 能 的 方法 。 例 如 ， 使 用 超级 
计算 机 、 并 行 计算 机 或 更 先进 的 计算 机 。 
极力 求解 固然 是 重要 的 方法 ， 但 问题 规模 稍 有 扩大 就 应 付 不 了 了 。 这 就 变 成 了 问题 规 
模 和 计算 机 性 能 之 间 的 赛跑 。 我 们 必须 意识 到 这 点 。 


仿 变 相 求 解 

第 二 种 方法 是 “转换 成 简单 问题 来 求解 "。 即 寻找 更 好 的 解法 或 算法 ,就 像 第 3 章 的 哥 
尼斯 堡 七 桥 问 题 和 铺设 草 席 问 题 那样 ,不 去 “一 个 不 漏 ” 地 反复 试验 ， 而 是 找到 更 为 巧妙 
的 解法 。 

但 遗憾 的 是 ， 对 于 涉及 指数 爆炸 的 问题 ， 并 非 总 能 找到 比 一 个 不 漏 地 反复 试验 更 好 的 
方法 。 这 是 一 项 极 具 难 度 的 工作 。 

更 可 悲 的 是 ,无 论 计算 机 如 何 进步 ， 也 总 有 解 不 了 的 问题 。 这 些 内 容 将 在 下 一 章 中 介绍 。 


@ 近 似 求解 
第 三 种 方法 是 “不 求 完 全 解答 ， 而 是 找 出 近似 解 "。 这 是 通过 佑 算 或 使 用 模拟 器 等 求解 
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的 方法 。 得 出 的 结果 虽然 在 数学 层面 稍 欠 严密 ,但 有 助 于 实际 应 用 。 


@ 概 率 求解 

第 四 种 方法 是 “概率 求解 "。 这 是 求解 时 使 用 随机 数 的 方法 。 使 用 随机 数 ， 就 好 比 使 用 
撕 肯 子 得 到 的 数 。 有 效 利用 该 方法 ,或 可 在 短 时 间 内 解决 难题 。 但 是 这 种 方法 无 法 把 握 解 
决 问题 所 需 时 间 ， 运 气 不 好 的 话 有 可 能 永远 找 不 到 答案 。“ 概 率 求解 ” 听 起 来 不 靠 谱 ,不 过 
在 实际 运用 中 却 是 非常 重要 的 方法 。 它 被 称 为 随机 算法 ， 目 前 有 关 研 究 正 进行 得 如 火 如 茶 。 


| 本 章 小 结 


本 章 介 绍 了 指数 爆炸 。 

与 倍数 游戏 相似 ， 仅 反复 翻 倍 几 次 数值 就 骤然 增长 ， 所 以 我 们 在 解 题 时 务必 要 注意 问 
题 中 是 否 涉及 指数 爆炸 。 否 则 即使 费力 写 出 了 程序 ， 可 能 也 得 运行 几 千年 才能 得 出 结果 。 

另 一 方面 ， 若 将 指数 爆炸 为 我 所 用 ， 它 就 能 成 为 解决 问题 的 有 力 武器 。 二 分 法 查找 就 
是 利用 了 指数 爆炸 来 对 大 量 数据 信息 进行 高 速 查找 的 算法 。 此 外 ， 利 用 对 数 能 将 乘法 运 
算 转 换 为 加 法 和 运算， 这 也 是 利用 了 指数 爆炸 。 指 数 爆 炸 在 现代 密码 技术 中 也 起 到 了 关键 
性 作用 。 

涉及 指数 爆炸 的 问题 解决 起 来 非常 有 难度 。 很 多 时 候 利 用 现代 计算 机 技术 也 不 能 在 现 
实时 间 内 解决 。 即 使 配备 高 性 能 的 计算 机 也 不 一 定 能 解决 涉及 指数 爆炸 的 问题 。 

随 着 科技 的 进步 ， 计 算 机 的 性 能 越 来 越 高 ， 届 时 所 有 问题 都 能 得 到 解决 吗 ? 答案 是 否 
定 的 。 无 论 计 算 机 如 何 进步 ， 必 定 存 在 绝对 无 法 解决 的 问题 。 下 一 章 ， 我 们 就 来 探讨 一 下 
这 种 不 能 解决 的 问题 。 


@ 课 后 对 话 

币 : 假设 世界 人 口 总 数 为 100 亿 ， 那 么 将 所 有 人 进行 编号 需要 多 少 位 二 进 制 数 ? 
生 : 10 位 有 1024 人 …… 嗯 ，300 位 左右 吧 ? 

币 : 不 ，34 位 就 足够 了 。 

生 : 这 就 够 了 吗 ? 

币 : 即使 给 宇宙 中 所 有 的 原子 编号 ， 也 不 需要 300 位 哦 ! 


路 性 中 站 引 


CHAPTER 8 


,8， 


不 可 解 问题 
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@ 课 前 对 话 


老师 : 先 假设 可 以 迈 出 一 条 腿 。 然 后 假设 无 论 何 时 ， 另 一 条 腿 都 可 以 迈 出 。 
学 生 : 老师 ， 用 数学 归纳 法 证 明 无 穷 数 列 的 方法 ， 在 第 4 章 已 经 说 过 了 。 
老师 : 不 过 ， 数 学 归纳 法 解决 的 只 是 可 数 无 穷 。 
学 生 : 无 穷 也 分 种 类 ? 
老师 : 没 错 ! 

本 章 学 习 内 容 


本 章 要 对 “不 可 解 问题 ”进行 思考 。 

在 前 述 章节 中 ,我们 思考 了 如 何 解决 大 规模 问题 。 计 算 机 的 发 展 日 新 月 异 ， 以 致 有 人 
认为 什么 难题 都 能 用 计算 机 来 解决 。 然 而 事实 并 未 如 此 ， 因 为 还 有 一 些 “ 不 可 解 问题 "。 

本 章 首先 介绍 基础 知识 “ 反 证 法 ”和 “可 数 ” 的 概念 。 然 后 ， 向 大 家 展示 “不 可 解 问 
题 ”。 最 后 ， 以 “停机 问题 ”为 例 ， 具 体 地 讲解 不 可 解 问题 。 

本 章 会 出 现 许 多 复杂 的 问题 ， 因 此 其 间 安 排 了 “ 师 生 对 话 ” 让 大 家 轻松 一 下 。 


反 证 法 

首先 要 介绍 的 是 被 称 为 “ 反 证 法 ”的 论证 方法 。 反 证 法 会 频繁 地 出 现在 本 章 内 容 之 中 ， 
所 以 请 仔细 阅读 这 部 分 。 

什么 是 反 证 法 

所 谓 反 证 法 ， 就 是 以 下 的 论证 方法 。 


1. 首先， 假设 “命题 的 否定 形式 ”成 立 。 
2. 根据 假设 进行 论证 ， 推 导出 矛盾 “的 结果 。 


一 言 以 英之 , 反 证 法 就 是 “ 先 假设 命题 的 否定 形式 成 立 ， 然 后 再 进行 推理 ， 引 出 矛盾 ” 


QD 矛盾 就 是 “命题 P 和 它 的 否定 形式 "~P 都 成 立 ”。 


第 8 章 不 可 解 问题 一 一 不 可 解 的 数 、 无 法 编写 的 程序 | 203 


的 论证 方法 。 因 其 最 后 推出 荒 廖 的 结果 ， 所 以 有 时 也 被 称 为 归 廖 法 。 
反 证 法 并 不 是 直接 证 明 命题 ， 所 以 理解 上 会 稍 有 难度 。 下 面 就 先 来 看 一 个 非常 简单 的 
反 证 法 的 例子 。 


令 思 考题 
为 什么 不 存在 “最 大 的 整数 ”? 
令 思 考题 答案 
用 反 证 法 证 明 不 存在 最 大 的 整数 。 
假设 存在 “最 大 的 整数 ”"， 并 将 它 设 为 M。 
那么 M+1 就 比 M 大 。 这 与 M 是 最 大 的 整数 的 假设 相 了 矛盾 。 
因此 ,不 存在 “最 大 的 整数 ”。 


@ 回 顾 
通过 论证 我 们 马上 就 知道 不 存在 “最 大 的 整数 "， 这 就 是 使 用 反 证 法 进行 思考 的 例子 。 
这 里 要 证 明 的 命题 是 
不 存在 最 大 的 整数 


因此 ， 反 证 法 中 要 假设 它 的 否定 形式 成 立 ， 即 


存在 最 大 的 整数 


然后 ， 推 导出 与 假设 矛盾 的 结果 。 

在 上 例 中 ,使 用 “最 大 的 整数 M” 来 表示 出 “ 比 M 大 的 整数 M+ 1”。 既 然 能 够 表示 出 
比 M 大 的 整数 ， 那 就 说 明 “M 不 是 最 大 的 整数 ”。 

“M 是 最 大 的 整数 ”和 “M 不 是 最 大 的 整数 ”都 成 立 ， 这 就 产生 了 矛盾 。 

这 说 明 最 初 “存在 最 大 的 整数 ”的 假设 是 错误 的 。 最 大 的 整数 要 么 存在 ， 要 么 不 存在 ， 
只 能 是 其 中 一 种 情况 ， 因 此 证 明了 “不 存在 最 大 的 整数 ”。 

请 注意 反 证 法 证 明 的 过 程 : 先 假设 命题 的 否定 形式 成 立 ， 然 后 再 进行 推理 ， 引 出 矛盾 。 


204 | 程序 员 的 数学 


我 们 再 来 看 一 道 有 名 的 思考 题 ， 以 此 来 熟悉 反 证 法 。 我 们 要 证 明 的 命题 是 “质数 是 无 
穷 的 ”。 

在 此 之 前 ， 先 解释 一 下 什么 是 质数 。 

质数 是 “只 能 被 1 和 本 身 整 除 的 大 于 1 的 整数 ”。 

1 不 是 质数 ， 因 为 质数 必须 大 于 1。2 是 质数 ， 因 为 2 只 能 被 1 和 2 整除 。3 也 是 质数 ， 
因为 3 只 能 被 1 和 3 整除。 而 4 不 是 质数 ， 因 为 4 除了 能 被 1 和 4 整除 以 外 ， 也 能 被 2 整除 。 

将 质数 从 小 到 大 排列 如 下 : 


23,557.1, 13,17 19 23,52" 


我 们 发 现 2 以 外 的 质数 都 是 奇数 ， 这 是 因为 偶数 能 被 2 整除 ， 所 以 不 属于 质数 。 
而 3 以 外 的 质数 都 不 是 3 的 倍数 ， 因 为 3 的 倍数 能 被 3 整除 ， 所 以 不 属于 质数 。 
通常 ， 在 比 半 小 的 整数 中 ， 如 果 存 在 能 够 整除 的 质数 ,那么 n 就 不 是 质数 。 再 则 ， 


如 果 n 不 能 被 比 n 小 的 任何 质数 整除 ( 即 肯 定 有 余数 )， 那 么 n 就 是 质数 。 
下 面 来 看 思考 题 。 

令 思 考题 
请 证 明 质数 是 无 穷 的 。 


4 思考 题 答案 
用 反 证 法 证 明 质 数 是 无 穷 的 。 
【 首先 假设 要 证 明 的 命题 的 否定 形式 】 
假设 “质数 不 是 无 穷 的 ” 即 “ 质 数 的 个 数 是 有 限 的 ”成 立 。 
【 然后 根据 该 假设 推导 出 矛盾 的 结果 】 
因为 假设 质数 的 个 数 是 有 限 的 ， 所 以 所 有 质数 就 可 以 表示 如 下 。 


2 D7 


【 然后 找 出 一 个 未 包含 在 所 有 质数 集合 中 的 质数 】 
现在 ， 将 所 有 的 质数 (2, 3,5,7..….,P) 相 乘 ， 并 设 相 乘 的 结果 +1 为 0。 
即 
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QO=2x3x5x7x:..xP+l 


所 有 质数 的 积 


因为 假设 质数 是 有 限 个 的 ， 所 以 这 个 0 的 大 小 也 是 有 限 的 。 

而 2 比 所 有 质数 相 乘 的 结果 大 1， 因 此 8 比 任何 质数 (2,3,5,7,.…,P) 都 大 。“Q 比 
任何 质数 都 大 ”也 就 意味 着 “0 不 是 质数 ”。 

男 一 方面 ， 这 个 8 除 以 2,3,5,7,.…,P 中 的 任何 一 个 数 ， 余数 都 为 1 (不 能 整除 )。 
这 就 表明 ，@ 只 能 被 1 和 0 本身 整 除 ”， 所 以 根据 质数 的 定义 可 得 “0 是 质数 ”。 

“0 不 是 质数 ”和 “0 是 质数 ”都 成 立 ， 这 是 矛盾 的 。 

【 产生 矛盾 说 明 最 初 的 假设 “质数 不 是 无 穷 的 ”是 错误 的 】 

因此 ， 通 过 反 证 法 证 明了 “质数 是 无 穷 的 ”2 。 


| 反 证 法 的 注意 事项 


反 证 法 从 “要 证 明 的 命题 的 否定 形式 ”出 发 ， 即 必须 先 假设 错误 的 命题 成 立 。 但 是 ， 
到 引出 矛盾 结论 为 止 的 论证 过 程 本 身 必须 正确 。 之 所 以 这 么 说 是 因为 如 果 中 途 的 论证 出 现 
错误 ， 就 不 能 得 出 “因为 最 初 的 假设 错误 ， 所 以 产生 矛盾 ”的 结论 。 

从 错误 的 假设 出 发 ， 还 要 想 着 推翻 这 个 假设 并 进行 正确 的 论证 ， 这 确实 不 太 容易 呀 。 


可 数 
接 下 来 ， 我 们 来 看 看 集合 元 素 的 “个 数 "。 


什么 是 可 数 


“集合 的 元 素 是 有 限 的 ， 或 者 集合 中 的 所 有 元 素 都 与 正 整数 一 一 对 应 ”时 ， 这 个 集合 就 
被 定义 为 可 数 ( countable 2 )。 


Q@ 此 处 论证 不 严密 。OC 除 以 2,3,5,7,…,P 中 的 任何 一 个 数 ， 余数 都 为 1， 并 不 能 说 明 “Q 只 能 被 1 和 本 身 整 除 ”， 
也 有 可 能 是 “Q 可 以 被 一 个 比 P 大 比 8 小 的 数 整除 ”。 编者 注 

@ “质数 是 无 穷 的 ”证 明 过 程 参 考 欧 几 里 得 (Euclid， 公 元 前 363 一 275 ) 的 论证 方法 [ 详 见 《哈代 数论 (第 6 版 )》 
2.1 节 (人 民 邮 电 出 版 社 ，2010 年 10 月 ) 一 一 编者 注 ]。 

@@ countable 有 时 也 作 enumerable。 
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简 而 言 之 , 能 像 “ 第 1 个 、 第 2 个 、 第 3 个 、 第 4 个 ……” 这 样 按 顺 序数 元 素 的 集合 
就 是 可 数 的 。“ 可 数 ” 的 词义 就 是 “可 以 计数 ”。 

如 果 集 合 的 元 素 是 有 限 的 ， 那 就 可 以 数 尽 所 有 元 素 ， 这 是 我 们 对 “可 数 ” 这 一 术语 在 
感 观 上 的 认识 。 那 么 ,无限 个 元 素 该 如 何 “ 数 ” 呢 ? 

当然 ， 如 果 元 素 是 无 限 的 ,那么 实际 上 也 不 可 能 全 部 数 尽 。 这 里 所 说 的 “可 数 ”的 意 
思 是 : 元 素 可 按 一 定 规律 既 无 “遗漏 ”也 无 “重复 ”地 数 出 来 。 这 种 情况 在 集合 的 定义 中 
表达 为 “与 正 整 数 一 一 对 应 ”。 

因为 正 整数 是 可 以 列 出 来 的 ， 所 以 “可 数 ” 可 以 理解 为 “元 素 可 以 一 一 列 出 ”。 


| 可 数 集合 的 例子 


下 面 举 几 个 可 数 集合 的 例子 以 帮助 大 家 理解 。 
@ 有 限 集合 是 可 数 的 

元 素 个 数 有 限 的 集合 ， 即 有 限 集合 都 是 可 数 的 。 这 从 “可 数 ”的 定义 中 可 以 知晓 。 
@ 0 以 上 的 所 有 偶数 的 集合 是 可 数 的 

0 以 上 的 所 有 偶数 的 集合 是 可 数 的 ， 因 为 可 以 像 下 面 那样 为 0 以 上 的 所 有 偶数 编号 。 


编号 1 2 3 4 5 6 


1111111 


0 以 上 的 所 有 偶数 的 集合 | 0 || 2 | 4 | 6 js jio|… 


这 里 将 偶数 2x (一 1 编 为 上 号 。 
同样 ， 如 果 将 奇数 2 xk 一 1 编 为 k， 则 “1 以 上 的 所 有 奇数 的 集合 ”也 是 可 数 的 。 


学 生 : 老师 ,“ 大 于 0 的 偶数 ”和 “1 以 上 的 奇数 ”都 是 “1 以 上 的 整数 ”的 一 部 分 。 
老师 : 是 的 。 

学 生 : 整体 和 部 分 之 间 ， 能 形成 一 一 对 应 的 关系 吗 ? 

老师 : 可 以 ! 这 正 是 无 限 集合 的 特征 。 


@ 所 有 整数 的 集合 是 可 数 的 


所 有 整数 的 集合 (.……., -3, -2, -1 0,+1 +2,+3,..:) 也 是 可 数 的 。 因 为 可 以 像 下 面 那样 
为 它们 编号 。 
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编号 1 2 3 4 5 6 


i 


所 有 整数 的 集合 | 0 || +1 || -1 +2 | -2 | 33 | … 


重点 在 于 正 数 和 负数 的 交互 编号 。 将 所 有 正 整 数 都 编 完 号 之 后 再 给 负 整数 编号 是 行 不 
通 的 ， 因 为 正 整数 是 无 穷 的 ， 无 法 完成 编号 。 


@ 所 有 有 理 数 的 集合 是 可 数 的 
像 所 和子 这 样 ， 以 如 下 分 数 形式 表示 的 数 称 为 有 理 数 。 


整数 
1 以 上 的 整数 


所 有 有 理 数 的 集合 是 可 数 的 ， 因 为 可 以 给 它们 编号 ， 如 图 8-1 所 示 。 


| 图 8-1 给 所 有 有 理 数 编号 


2 
' 十 3 | 
1 3 ) 
人 可 全 0 1 2 3 4 
2 1 + +2 十 十 
4 4 a eh 4 a We 二 
4 本 3 4 4 
~ | We |] 3 
4 | 3 2 1 0 +1 EE +3 ] | +4 
Bis 5 5 Dd | 


如 此 一 来 就 能 既 不 “遗漏 ”也 不 “重复 ”地 给 有 理 数 按 顺 序 编号 。 
接 下 来 只 要 按 1,2,3,4,.… 的 顺序 编号 ， 就 能 将 1 以 上 的 整数 和 有 理 数 一 一 对 应 起 来 。 
不 过 ,得 跳 过 重复 出 现 的 数 ( 即 图 8-1 中 虚线 框 中 的 数 )。 
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通过 以 上 步骤 ,我 们 知道 所 有 有 理 数 的 集合 是 可 数 的 。 


@ 程序 的 集合 是 可 数 的 
程序 的 集合 是 可 数 的 。 现 在 ， 请 将 程序 想 作 “符合 编程 语言 语法 的 有 限 字 符 的 排列 ”。 程 
序 是 无 穷 的 ， 但 是 程序 的 集合 是 可 数 的 。 原 因 在 于 ， 如 果 按 下 述 方法 操作 ， 就 能 给 程序 编号 。 
例如 ， 编 写 程序 所 用 的 字符 种 类 有 限 ， 有 以 下 这 些 。 


abcdefghijklmnopqrstuvwxyrz 
ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ 
123456789 

I"# %& (+*+,-./:;<=>?[¥]^_ {|}~ 


除 此 以 外 ， 还 可 使 用 换行 符 和 空格 。 假 设 共有 X 种 字符 可 用 ， 我 们 想 使 用 这 X 种 字符 
排 成 字符 串 。 
“ 由 1 个 字符 组 成 的 字符 串 共 有 N 个 


. 由 2 个 字符 组 成 的 字符 事 共 有 N2 个 


这 样 一 来 ， 由 入 种 字符 组 成 的 字符 串 ， 可 以 按 从 短 到 长 的 顺序 排列 。 字 符 数 相同 的 字 
符 囊 就 可 以 按 字母 的 顺序 (字符 编码 的 顺序 ) 排列 。 实 际 上 会 出 现 很 多 不 能 构成 程序 的 无 
意义 字符 串 ， 把 它们 当 作 语 法 错误 去 除 以 后 给 剩 下 的 程序 编号 。 这 样 所 有 的 程序 就 都 有 了 
对 应 的 编号 。 因 此 ， 程 序 的 集合 是 可 数 的 。? 


| 有 没有 不 可 数 的 集合 


以 上 都 是 可 数 集合 的 例子 。 看 到 这 里 ， 可 能 有 人 不 禁 会 想 “ 所 有 集合 都 是 可 数 的 吧 。 
只 要 找到 正确 的 规律 ， 那 似乎 所 有 集合 的 全 部 元 素 都 能 与 1 以 上 的 整数 一 一 对 应 。 而 且 就 
算 自 己 找 不 到 规律 ， 可 能 数学 天 才 也 能 找到 ……: 

不 过 ， 事 实 并 非 如 此 。 不 可 数 集合 确实 是 存在 的 。 


QD 将 程序 想 作 0 和 1 的 位 流 、 当 作 2 进 制 数 来 看 ， 也 可 得 出 程序 的 集合 是 可 数 的 。 
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不 可 数 集合 是 元 素 不 能 与 1 以 上 的 整数 (1 2, 3,.… ) 一 一 对 应 的 集合 。 无 论 采 用 什么 
对 应 规则 ， 总 会 有 “遗漏 ”的 元 素 。 
那么 ， 什 么 样 的 集合 是 不 可 数 的 呢 ? 请 想象 一 下 。 


”对 角 论证 法 


本 节 介 绍 不 可 数 集 合 的 例子 ， 通 过 反 证 法 证 明 集 合 是 不 可 数 的 。 


| 所 有 整数 数列 的 集合 是 不 可 数 的 


现 将 “无 穷 个 整数 的 排列 ” 称 为 “整数 数列 ”。 例 如 “0 以 上 的 整数 数列 ”是 整数 数列 
的 一 种 。 


0 以 上 的 整数 数列 | 0 | 1 | 2 3 415|…… 


“0 以 上 的 偶数 数列 ”也 是 整数 数列 。 


0 以 上 的 偶数 数列 | 0 | 2 | 4 | 6 js lo|… 


“1 以 上 的 奇数 数列 ”也 是 整数 数列 。 


1 以 上 的 奇数 数列 | 1 | 3 | 5 | 7 91|.… 


“第 6 章 学 过 的 辈 波 那 契 数 列 ” 也 是 整数 数列 。 


ss [oj ii][5] -- 


整数 数列 不 一 定 是 逐 项 递增 的 。 例 如 ， 以 下 由 连续 的 相同 整数 组 成 的 数列 也 是 整数 数列 。 


全 0 数列 0 oj oj oj ojoj… 


还 有 ， 以 下 由 圆周 率 各 个 数位 上 的 数字 排列 而 成 的 数列 也 是 整数 数列 。 


圆周 率 各 位 数组 成 的 数列 “3 | 1 | 4 | 1 sj|9|… 
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这 里 只 举 了 6 个 例子 ， 然 而 整数 数列 有 无 穷 个 ， 即 “所 有 整数 数列 的 集合 ”是 无 穷 集 
合 。 这 个 “整数 数列 的 集合 ”是 可 数 的 吗 ? 

事实 上 ,“ 整 数 数列 的 集合 ”是 不 可 数 的 。 

我 们 先 假设 要 给 所 有 整数 数列 编号 。 例 如 ,将 “0 以 上 的 整数 数列 ” 编 为 1 号 、 将 “0 
以 上 的 偶数 数列 ” 编 为 2 号、 将 “1 以 上 的 奇数 数列 ” 编 为 3 号 、 将 “ 斐 波 那 契 数 列 ” 编 为 
4 号 …… 因 为 整数 数列 有 无 穷 个 ， 我 们 不 可 能 为 实际 看 到 的 所 有 整数 数列 都 编 上 号 ， 所 以 
我 们 只 考虑 “给 所 有 整数 数列 编号 的 规律 ”就 行 了 。 

然而 ， 无 论 我 们 怎么 找 编号 规律 ， 总 有 遗漏 在 规律 之 外 的 整数 数列 存在 。 这 就 意味 着 
“整数 数列 的 集合 是 不 可 数 的 ”。 


令 思 考题 


请 证 明 “ 所 有 整数 数列 的 集合 ”是 不 可 数 的 。 


令 提 示 

现在 是 “ 反 证 法 ”大 显 号 手 的 时 候 了 。 

前 面 说 过 ， 反 证 法 是 “ 先 假设 命题 的 和 否定 形式 成 立 ， 然 后 再 进行 推理 ， 引 出 矛盾 的 
结果 ”。 现 在 要 证 明 的 命题 是 


所 有 整数 数列 的 集合 是 不 可 数 的 


因此 需 假设 其 否定 形式 ， 即 以 下 命题 成 立 。 
所 有 整数 数列 的 集合 是 可 数 的 


知 假 设 “ 所 有 整数 数列 的 集合 是 可 数 的 "， 就 表明 “能 给 所 有 的 整数 数列 编号 "。 而 
“能 给 所 有 的 整数 数列 编号 ”又 意味 着 “所 有 的 整数 数列 能 按 顺序 排列 "。 因 为 是 将 所 有 
的 整数 数列 按 顺 序 排 列 ， 所 以 可 以 构成 一 张 无 穷 大 的 二 维 表 。 可 以 说 是 “所 有 整数 数列 
的 表格 ”。 

接 下 来 我 们 的 目标 就 是 要 找 出 不 包含 在 “所 有 整数 数列 表 ” 中 的 整数 数列 。 


令 思 考题 答 
通过 反 证 法 证 明 “ 所 有 整数 数列 的 集合 是 不 可 数 的 ”。 
首先 ， 假 设 “所 有 整数 数列 的 集合 是 可 数 的 ”。 既 然 所 有 整数 数列 的 集合 是 可 数 的 , 那 
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么 无 论 哪个 整数 数列 都 可 以 编号 。 这 样 ， 就 可 以 按 图 8-2 所 示 画 出 “所 有 整数 数列 表 ”。 
编号 为 的 整数 数列 在 表 的 第 Kk 行 。 


“第 1 个 整数 数列 在 第 1 行 
“第 2 个 整数 数列 在 第 2 行 
“第 3 个 整数 数列 在 第 3 行 
.第 天 个 整数 数列 在 第 天 行 


这 是 一 个 无 穷 大 的 表 ， 实际 上 是 写 不 完 的 , 但 是 无 论 给 出 多 大 的 1 以 上 的 整数 k， 总 
能 够 做 出 延伸 至 k 行 的 表 。 
【 这 个 所 说 的 “能 够 "， 就 是 假设 “所 有 整数 数列 的 集合 是 可 数 的 ”的 意思 ]】 


| 图 8-2 ”用 对 角 论 证 法 证 明 “ 所 有 整数 的 集合 是 不 可 数 的 ” 


CG2 a3 G4 ds ade 


3] [6] (3) 0G) … 


不 包含 在 “所 有 整数 加 | 
数列 表 ” 中 的 整数 数列 


所 有 整数 数列 表 
编号 
0 以 上 的 整数 数列 | 1 BG) 
0 以 上 的 偶数 数列 | 2 +> [0 Go 
以 上 的 奇数 数列 | 3 +> [1] (3) 5} [7] oj 


【 目标 是 找 出 不 包含 在 “所 有 整数 数列 表 ” 中 的 整数 数列 ， 得 出 矛盾 结果 】 


212 | 程序 员 的 数学 


现在 开始 ， 按 如 下 规则 做 出 新 的 整数 数列 。 


设 第 1 个 整数 数列 的 第 1 个 数 +1 所 得 的 数 为 al (图 8-2 的 1) 
。 设 第 2 个 整数 数列 的 第 2 个 数 +1 所 得 的 数 为 a; (图 8-2 的 3) 
。 设 第 3 个 整数 数列 的 第 3 个 数 +1 所 得 的 数 为 a3 (图 8-2 的 6) 


。 设 第 大 个 整数 数列 的 第 大 个 数 +1 所 得 的 数 为 ax 


这 样 就 构成 了 al az 03，…… ,ap (图 8-2 中 的 13,6,3,110,……)。 

a1, a2, a3,"…… 是 整数 数列 ， 但 不 包含 在 “所 有 整数 数列 表 ” 中 。 这 是 为 什么 呢 ? 请 从 a， 
0, 3,…… 的 组 成 来 看 ， 它 与 “所 有 整数 数列 表 ” 中 的 任 一 整数 数列 相 比 ， 至 少 有 1 处 不 同 。 

“所 有 整数 数列 表 ” 应 该 包含 所 有 整数 数列 ， 却 没有 包含 数列 a1, a2, a3, .+， 这 是 矛 


盾 的 。 
因此 ， 通 过 反 证 法 证 明了 “所 有 整数 数列 的 集合 是 不 可 数 的 ”。 
全 思考 一 下 


实际 上 ， 即 使 限制 得 比 “所 有 整数 数列 的 集合 ”更 严格 ， 也 能 够 找 出 不 可 数 的 集合 。 
例如 ， 只 使 用 0 到 9 的 数字 构成 的 整数 数列 也 是 不 可 数 的 。 甚 至 于 只 使 用 0 和 1 构成 的 整 
数 数列 也 是 不 可 数 的 。 原 因 在 于 ， 做 出 上 述 证 明 所 用 的 表 并 选 出 表 中 对 角 线 所 在 的 数字 ， 
只 要 不 与 这 些 数 相同 ， 就 能 找 出 不 包含 在 表 中 的 整数 数列 。 

在 上 述 证 明 中 ,为 了 找 出 不 包含 在 表 中 的 数 而 选 出 了 表 中 对 角 线 所 在 的 数字 。 这 种 论 
证 法 称 为 对 角 论 证 法 。 对 角 论 证 法 是 康 托 尔 ( Georg Cantor，1845 一 1918 ) 提出 的 。 


具 


: 咽 , 确实 al, qz, 43,*…… 不 包含 在 “所 有 整数 数列 表 ” 中 呢 ! 

: 是 的 。 

: 将 al az, a3,*** 补充 到 表 中 ， 再 做 一 版 “所 有 整数 数列 表 ” 不 就 可 以 了 吗 ? 
: 不 行 ， 如 果 再 对 这 个 新 表 进 行 对 角 论 证 法 会 怎么 样 呢 ? 

: 啊 ! 又 能 新 构成 一 个 不 包含 在 表 中 的 整数 数列 …… 

: 对 ， 所 以 肯定 会 存在 “遗漏 。 

: 那么 做 出 “所 有 整数 数列 表 ” 这 一 说 法 ， 显 然 不 正确 啊 ! 

: 所 以 说 “做 不 出 这 样 的 表 ” 就 意味 着 “不 可 数 ”。 


片 河上 内 桔 


片 恒 


i 


sd] 
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所 有 实数 的 集合 是 不 可 数 的 


所 有 实数 的 集合 也 是 不 可 数 的 。 即 实数 无 论 怎么 数 都 有 遗漏 ， 是 “无 法 计数 的 数 "。 

不 用 说 所 有 实数 ， 就 是 0 以 上 1 以 下 范围 内 的 实数 也 是 不 可 数 的 。 这 是 为 什么 呢 ?” 因 
为 用 “0” 开 头 的 数列 做 成 表格 ， 再 改变 一 下 对 角 线 上 的 数字 ， 就 能 做 出 表 中 没有 的 实数 。 
图 8-3 中 ， 对 角 线 上 的 数 若 是 0 就 改 为 1, 若是 0 以 外 的 数 就 改 为 0 ( 变换 数字 的 方法 ,不 
必 和 文 中 一 样 )。 


| 图 8-3 ”使 用 对 角 论证 法 证 明 “ 所 有 实数 的 集合 是 不 可 数 的 ” 


不 在 “0 以 上 ! 以 下 所 有 实数 的 表 "| 0 1 
中 的 实数 


不 


人 
| 0 以 上 1 以 下 所 有 实数 的 表 


把 0 变 为 1, 把 0 以 外 的 数 变 为 0 


1、2、3 重 复 组 成 的 数列 | 2 <|*|o .1 L2} 3 | 1 | :|3 


上 


: 老师 ， 我 有 个 问题 。 

: 什么 问题 ? 

: 有 理 数 也 可 以 用 小 数 来 表示 吧 ! 

: 是 的 。 

: 那么 ， 使 用 对 角 论 证 法 能 证 明 “ 所 有 有 理 数 都 是 不 可 数 的 ” 吗 ? 


不 能 。 


片 重 


上 


QE 
二 


可 
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片 


: 但 是 ， 同 样 取 对 角 线 上 的 数字 ， 可 以 做 成 表 中 没有 的 有 理 数 啊 。 
: 确实 可 以 作成 “小 数 ”， 但 是 不 能 保证 这 个 小 数 肯 定 是 “有 理 数 ”。 
: 雏 ? 

: 用 小 数 来 表示 有 理 数 ， 会 变 成 循环 小 数 。 

: 就 像 0.500 00. . ., 0.111 111. . ., 0.142 857 142 857. . . 这 样 的 吧 ? 

: 咽 ， 不 过 ， 现 在 新 做 成 的 小 数 也 不 一 定 就 是 循环 小 数 。 


河 目 柯 


路 旺 中 性 上 中 性 
性 


sd 


| 所 有 函数 的 集合 也 是 不 可 数 的 


所 有 函数 的 集合 也 是 不 可 数 的 。 不 用 说 所 有 函数 ， 就 连 “ 只 要 输入 1 以 上 的 整数 就 输 
出 一 个 整数 ”这 么 简单 的 函数 也 是 不 可 数 的 。 因 为 该 函数 的 集合 ， 与 刚才 被 证 明 为 不 可 数 
的 “所 有 整数 数列 集合 ”有 着 一 一 对 应 的 关系 。 

例如 , “给 定 整 数 加 1 的 函数 ”对 应 整数 数列 2,3,4,5,………。 

而 “将 给 定 整 数 平方 的 函数 ”对 应 整数 数列 1, 4,9, 16, 25,:… …。 

还 有 “ 若 给 定 整数 是 质数 ， 则 为 1; 知 给 定 整数 不 是 质数 ， 则 为 0 的 函数 ”对 应 整数 
数列 0, 1, 1,0, 1,0,1,0,0,….。 

一 般 而 言 ， 可 以 将 下 列 函数 


“输入 工时， 输出 al 
“输入 2 时， 输出 az 
“输入 3 时 ， 输 出 a3 
“输入 4 时 ,输出 as 


“输入 天 时 ， 输出 Ak 


和 整数 数列 
41, 42, 43, 44 
一 一 对 应 起 来 。 


学 生 : 可 数 的 问题 到 这 里 算是 明白 了 ， 真 把 我 给 累 坏 了 。 
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可 


: 哎呀 ， 这 就 票 了 ? 

: 我 们 还 要 做 什么 来 着 ? 

: 要 处 理 无 穷 集合 的 元 素 “ 个 数 ”。 

: 无 穷 集合 的 元 素 “ 个 数 ” 啊 …… 

: 一 般 考虑 “个 数 ” 时 都 以 “ 数 得 完 ” 为 前 提 。 

: 是 啊 ， 数 不 完 就 不 知道 有 多 少 个 啊 。 

: 有 穷 集合 的 话 ， 这 样 是 可 以 的 …… 

无 穷 集 合 就 环 手 了 吧 ? 

无 穷 集合 不 像 有 穷 集合 那样 “ 数 得 完 ”。 

: 确实 是 ， 它 的 元 素 有 无 穷 个 。 

此 我 们 不 要 像 有 穷 集合 那样 去 数 完 它 。 

不 去 数 ? 

对 ， 我 们 要 将 它 和 其 他 集合 一 一 对 应 起 来 。 

嗯 ,， 咽 ! 

: 把 两 个 集合 一 一 对 应 时 ， 要 规定 这 两 个 集合 的 “个 数 ” 都 相同 。 
: 原来 如 此 ! 

: 这 就 是 处 理 无 穷 “ 个 数 ”的 方法 。 我 们 不 应 该 说 是 个 数 ， 而 应 该 说 基数 。 
: 那么 ， 和 1 以 上 的 整数 的 集合 相同 ,“ 个 数 ”的 集合 就 是 可 数 的 了 ? 
是 的 。 

: 将 “ 数 完 ” 茶 换 为 一 一 对 应 对 吧 ? 

: 没 错 ， 因 为 一 一 对 应 是 既 无 “遗漏 ”也 无 “重复 ”的 对 应 。 


片 河上 峰 河 上 内 


本 村 
过 


as 
口 
a 
口 


本 于 


可 二 


内 


河 上 内 森 


片 河 出 


村 
可 
四 


可 


不 可 解 问题 


前 面 我 们 学 习 了 反 证 法 和 可 数 集合 ， 现 在 终于 该 向 大 家 展示 “不 可 解 问题 ”了 。 


什么 是 不 可 解 问题 


不 可 解 问题 是 比 我 们 想象 中 更 难 的 概念 ， 必 须 谨慎 处 理 。 
所 谓 不 可 解 问题 ， 并 非 “ 花 大 量 时 间 求 解 的 问题 ”， 也 不 是 “本 来 就 无 解 的 问题 ”， 更 
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不 是 “目前 谁 都 不 知道 解法 的 未 解决 的 问题 ”。 

不 可 解 问题 是 “原则 上 不 能 用 程序 来 解决 的 问题 "。 也 可 以 说 是 “不 包含 在 “程序 可 解 
决 问题 的 集合 ”中 的 问题 ”。 没 人 能 写 出 解决 不 可 解 问题 的 程序 。 它 就 是 如 此 不 可 思议 ! 

为 了 更 通俗 易 懂 ， 我们 将 “编写 解决 问题 的 程序 ”范围 缩小 ， 想 作 “ 编 写 一 个 程序 ， 
当 输 入 1 以 上 的 整数 时 ， 让 其 输出 一 个 整数 ”。 

“输入 1 以 上 的 整数 nn 时， 输出 n+1 这 一 函数 ”可 以 写成 程序 吗 ? 可 以 ! 这 非常 简单 。 
熟悉 编程 的 人 三 下 五 除 二 就 能 写 出 来 。 

“输入 1 工 以 上 的 整数 m， 若 了 为 质数 ， 则 输出 1; 否则 ， 输 出 0” 可 以 写成 程序 吗 ? 可 
以 ! 只 要 判断 大 于 1 小 于 n 的 数 中 ， 有 没有 能 整除 n 的 数 就 行 了 。 这 是 质数 判断 函数 。 

“输入 1 以 上 的 整数 nx， 若 满 足 2 xn=1， 则 输出 1; 否则 ,输出 0” 可 以 写成 程序 吗 ? 
可 以 ! 无 论 给 出 什么 整数 xn， 都 不 能 满足 2xn=1。 因 此 ， 只 要 写 出 给 出 任 一 整数 n 都 输出 
0 的 程序 就 行 了 。 

以 上 都 是 “可 以 写成 程序 的 函数 ”。 

那么 不 可 解 问题 ， 即 “不 能 写成 程序 的 函数 ”存在 吗 ? 这 指 的 不 是 目前 尚 不 明确 是 否 
能 写 ， 而 是 指 肯定 有 还 是 肯定 没有 “不 能 写成 程序 ”的 函数 。 管 案 是 ， 不 能 写成 程序 的 函 
数 是 存在 的 。 下 一 人 将 会 对 它 进 行 说 明 。 


存在 不 可 解 问题 


前 面 讲 过 “输入 1 以 上 的 整数 时 ， 输 出 一 个 整数 的 函数 ”的 集合 是 不 可 数 的 。 即 ， 不 
能 给 所 有 “输入 1 以 上 的 整数 时 ， 输 出 一 个 整数 的 函数 ”编号 。 

而 我 们 还 通过 前 述 内 容 了 解 到 所 有 程序 的 集合 是 可 数 的 。 即 ， 可 以 给 所 有 程序 编 上 
]. 2 3 46 

“不 可 数 集合 ”和 “可 数 集合 ”之 间 不 能 形成 一 一 对 应 关系 。 为 什么 呢 ? 因为 若 这 两 个 
集合 之 间 可 以 形成 一 一 对 应 关系 ， 那 么 不 可 数 集合 就 能 用 1,2,3,…. 来 编号 了 。 

因此 ， 在 “输入 1 以 上 的 整数 就 输出 一 个 整数 的 函数 ”中 ， 存 在 无 法 用 程序 表达 的 
函数 。 


学 生 : 也 就 是 说 函数 的 “个 数 ” 比 程序 的 “个 数 ” 还 要 多 吧 ? 
老师 : 对 ! 
学 生 : 我 们 知道 程序 的 集合 是 可 数 的 ， 因 为 程序 是 由 有 限 种 字符 排列 而 成 的 。 然 而 函数 不 也 是 一 样 
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吗 ? 如 果 用 文字 来 表达 “这 是 个 什么 样 的 函数 ?“， 就 相当 于 有 限 种 字符 的 排列 了 吧 。 
老师 : 没 错 ! 不 过 有 的 函数 “不 能 用 文字 确切 地 表达 ”。 
学 生 : 啊 ! 在 考虑 计算 机 的 能 力 之 前 ， 得 先 清楚 有 些 消 数 “ 不 能 用 文字 表达 ” 啊 …… 
老师 : 而 且 必 须 严 谨 地 定义 “确切 ”和 “文字 表达 ”这 两 个 概念 。 


| © 
| 思考 题 ~ 


注意 : 在 阅读 以 下 思考 题 前 ， 请 完全 理解 上 述 内 容 ， 没 有 理解 透彻 的 读者 可 以 跳 过 本 
题 直接 看 “停机 问题 "。 


令 思 考题 

请 找 出 以 下 “证 明 ” 中 错误 的 地 方 。 

下 面 要 用 反 证 法 证 明 “ 所 有 能 用 程序 生成 的 整数 数列 的 集合 ”是 不 可 数 的 。 

假设 “所 有 能 用 程序 生成 的 整数 数列 的 集合 ”是 可 数 的 。 那 么 ， 就 能 做 出 “所 有 能 
用 程序 生成 的 整数 数列 表 ”。 然 而 使 用 对 角 论 证 法 ， 又 能 做 出 表 中 没有 的 整数 数列 。 该 表 
是 “所 有 能 用 程序 生成 的 整数 数列 的 表 ”"， 但 却 有 不 包含 在 其 中 的 整数 数列 ， 这 就 产生 了 
矛盾 。 因 此 “所 有 能 用 程序 生成 的 整数 数列 的 集合 ”是 不 可 数 的 。 


令 思 考题 答案 

对 角 论 证 法 的 用 法 不 对 。 确 实 ， 使 用 对 角 论 证 法 可 以 做 出 一 个 整数 数列 ， 使 其 不 包 
含 在 “所 有 能 用 程序 生成 的 整数 数列 表 ” 中 。 但 是 ， 并 不 能 保证 这 个 整数 数列 就 是 “能 
用 程序 生成 的 整数 数列 ”( 这 个 逻辑 推理 和 “所 有 实数 的 集合 是 不 可 数 的 ”一 节 中 的 师 生 
对 话 相同 )。 

实际 上 ,“ 所 有 程序 的 集合 ”是 可 数 的 ， 因 此 “所 有 能 用 程序 生成 的 整数 数列 的 集 
合 ”也 是 可 数 的 。 


GD 本 题 摘自 图 灵 ( Alan Turing，1912 一 1954 ) 的 论文 On computable numbers, with an application to the 
Entscheidungsproblem 中 的 “Application of the diagonal process”。 
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和 
停机 问题 

本 节 不 仅 要 展示 “不 可 解 问题 ”的 确 存在 ， 而 且 要 给 大 家 举 出 详细 的 例子 。 下 面 的 
“停机 问题 ”就 是 不 可 解 问 题 的 一 例 ， 我 将 逐一 展开 说 明 。 


停机 
下 图 是 一 个 “输入 数据 就 会 输出 结果 ”的 程序 。 


输出 结果 ， 


数据 程序 
Datal Programl 程序 结束 运行 
程序 一 般 会 像 上 图 那样 输出 结果 ， 不 过 有 时 也 会 出 现下 图 那 种 永 不 结束 运行 、 不 输出 
结果 的 情况 。 
多 | 让 和 i。 程序 水 不 
Data2 Program2 生 打 运 休 7 


程序 的 行为 必 是 以 下 两 者 之 一 。 


“ 在 有 限时 间 内 结束 运行 
“在 有 限时 间 内 不 结束 运行 ( 永 不 结束 运行 ) 


这 里 所 说 的 “有 限时 间 ”， 是 1 秒 还 是 100 亿 年 都 无 所 谓 。 无 论 耗 时 多 长 ， 只 要 有 终止 
之 时 就 可 以 称 之 为 “在 有 限时 间 内 结束 运行 "。 有 时 如 果 输 入 不 当 ， 程 序 就 会 报错 并 结束 运 
行 ， 我 们 也 将 这 种 情况 归 类 于 “在 有 限时 间 内 结束 运行 ”。 

“ 永 不 结束 运行 ”的 程序 不 会 输出 结果 。 若 在 无 限 循 环 中 编写 了 输出 指令 ,那么 会 重复 
地 输出 信息 ， 但 却 永 远 都 不 会 输出 

永 不 结束 运行 的 程序 虽然 比较 麻烦 ,但 是 很 容易 就 能 写 出 来 。 例 如 ,程序 中 包含 以 下 


“% _E 


最 终结 果 ”。 


用 “数据 ”“ 结 果 ” 来 表述 。 


P 为 了 让 大 家 更 形象 地 理解 说 明 对 象 ， 


QD 上 一 节 中 为 简单 起 见 ， 用 整数 进行 说 明 。 本 节 
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代 体 O 


while (1 > 6) { 


这 时 1 > 0 恒 成 立 ， 该 循环 永 不 结束 ， 程 序 会 一 直 运 行 下 去 。 这 就 是 所 谓 的 无 限 循环 。 
如 果 程 序 在 运行 时 遇 到 无 限 循 环 ， 就 会 一 直 结 束 不 了 。 
程序 是 否 会 陷入 无 限 循 环 ， 有 时 跟 输 入 的 数据 有 关 。 例 如 ， 如 下 包含 变量 x 的 代码 。 


while (x > 6) { 


} 


这 段 代 码 在 变量 x 大 于 0 时 会 陷入 无 限 循环 ， 而 在 变量 x 小 于 0 时 不 会 陷入 无 限 循环 。 
由 此 可 知 ， 在 判断 程序 是 否 会 结束 时 ， 除 了 程序 代码 还 要 考量 输入 的 数据 。 


| 处 理 程序 的 程序 


接着 介绍 “处 理 程序 的 程序 "。 程 序 说 白 了 就 是 计算 机 存储 设备 上 的 数据 ， 因 此 处 理 程 
序 的 程序 也 没什么 特别 的 。 

例如 , “编译 器 ”( compiler ) 就 是 读 取 人 类 能 读 懂 的 程序 ( 源 代码 )， 再 将 它 转 换 成 方 
便 计算 机 运行 的 机 器 语言 (目标 代码 ) 的 程序 。 即 编译 器 是 转换 程序 的 程序 。 

还 有 ， 像 “ 源 代码 检查 器 ”( source code checker )， 它 能 读 取 程序 源 代码 ， 然 后 告诉 你 
有 关 程 序 的 建议 ， 如 哪里 使 用 了 不 正确 的 指令 ， 哪 里 会 陷入 无 限 循 环 ， 哪 些 指令 肯定 无 法 
得 到 运行 等 。 

另外 “调试 器 ”( debugger ) 也 是 程序 。 它 能 暂停 运行 中 的 程序 ， 也 能 重新 运行 程序 ， 
还 能 告诉 你 程序 运行 中 的 状态 ， 你 也 可 以 通过 它 来 查看 和 调试 程序 。 
以 上 处 理 程 序 的 程序 都 是 程序 员 的 常用 工具 。 


| 什么 是 停机 问题 


本 节 就 来 解释 一 下 停机 问题 。 停 机 问题 ( halting problem ) 就 是 判断 “ 某 程序 在 给 定数 
据 下 ， 是 否 会 在 有 限时 间 内 结束 运行 ”的 问题 。 
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如 果 能 事先 判断 以 下 情况 编程 会 方便 很 多 , 但 是 这 对 人 类 来 说 很 难 做 到 。 


* 该 程序 会 在 有 限时 间 内 结束 运行 
。 该 程序 永 不 结束 运行 


要 是 程序 能 自动 判断 就 好 了 。 下 面 我 们 来 思考 能 不 能 写 出 “判断 程序 是 否 会 结束 运行 的 
方便 起 见 ， 我 们 为 这 个 判断 程序 取 名 为 HaltChecker。 首 先 需要 给 HaltChecker 提供 可 
输入 的 程序 和 数据 (图 8-4 )。 


人 图 5-4 HaltChecker 的 两 个 判断 


程序 


Program 1 


判断 结果 : 
判断 程序 将 Data 1 输入 
HaltChecker Program 1 时 ， 


会 结束 运行 


程序 


| 
Sl 
Program 2 | 
Ea 


判断 结果 : 
判断 程序 将 Data2 输 入 

HaltChecker Program 2 时 ， 

不 会 结束 运行 


a HaltChecker 似乎 很 有 难度 。HaltChecker 必须 准确 判断 给 定 的 程序 会 如 何 运 行 ， 
能 需要 根据 给 定 的 数据 模拟 程序 的 运行 。 
HaltChecker 自身 必须 要 在 有 限时 间 内 结束 运行 。 即 使 耗 时 很 长 也 无 妨 ， 关 键 是 
必须 在 有 限时 间 内 结束 运行 并 输出 判断 结果 。 如 果 永 不 结束 运行 ,那么 它 就 不 具备 作为 判 
断 程 序 的 资格 。 
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因此 ， 判 断 程 序 HaltChecker， 不 能 通过 实际 运行 对 象 程序 来 进行 判断 。 因 为 如 果 对 象 
程序 永 不 结束 ， 那 么 判断 程序 自身 也 就 永远 得 不 出 判断 结果 。 
实际 上 ,通过 后 面 的 证 明 我 们 就 会 知道 ， 这 种 HaltChecker 原则 上 是 不 可 能 写 出 来 的 。 
判断 程序 是 否 停 机 的 HaltChecker， 绝 对 是 任何 人 都 无 法 写 出 来 的 。 
既然 谁 都 编写 不 出 “判断 程序 停机 的 程序 ”， 那 么 这 个 “停机 问题 ”就 是 “不 可 解 问 


题 ” 过 


学 生 : 我 不 能 理解 。 我 们 就 是 要 阅读 程序 源 代 码 ， 判 断 是 否 会 陷入 无 限 循 环 ， 但 结果 却 无 法 判 


老师 : 对 于 个 别 程序 和 数据 的 组 合 ， 有 时 是 可 以 判断 能 否 结束 运行 的 。 但 却 做 不 到 给 定 任意 程序 和 
数据 ， 都 可 以 判断 能 否 结束 运行 。 根 本 写 不 出 这 种 具有 普遍 性 的 程序 。 


停机 问题 的 证 明 
以 下 通过 反 证 法 证 明 能 普遍 解决 停机 问题 的 程序 不 存在 。 


1. 假设 可 以 写 出 判断 程序 HaltChecker 

【 假设 要 证 明 的 命题 的 否定 形式 成 立 】 

假设 可 以 写 出 判断 程序 HaltChecker。 将 程序 p 和 数据 d 输入 HaltChecker 程序 时 的 结果 
以 函数 形式 记 作 


HaltChecker(p, d) 


判断 结果 可 以 表示 如 下 。 


true (将 d 输 入 p 时 , p 会 在 有 限时 间 内 结束 运行 ) 
false (将 d 输 入 p 时 , p 不 会 在 有 限时 间 内 结束 运行 ) 


HaltChecker(p, d) = | 


2. 写 出 SelfLoop 程序 
根据 HaltChecker， 写 出 如 下 SelfLoop 限 数 。 
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SelfLoop(p) 
{ 
halts = HaltChecker(p, p); 
if (halts) { 
while (1 > 6) { 
} 


} 


SelfLoop 会 用 给 定 的 程序 p 来 判断 HaltChecker(p, p) 的 结果 (halts )。 如 果 结 果 为 true， 
那么 SelfLoop 就 会 陷入 无 限 循环 。 这 里 请 注意 输入 到 HaltChecker 中 的 两 个 参数 都 是 p。 


即 SelfLoop 运行 如 下 。 


“使 用 HaltChecker， 判 断 p， 将 程序 p 本身 作为 数据 输入 时 会 不 会 结束 运行 ” 
。 如 果 判 断 结果 是 会 结束 运 么 SelfLoop 就 会 陷入 无 限 循 环 
。 如 果 判 断 结 果 是 不 会 结 ein 那么 SelfLoop 就 会 结束 运行 


SelfLoop 程序 正好 是 相反 的 ! 如 果 存 在 HaltChecker， 那 么 写 出 SelfLoop 并 不 困难 。 另 


外 ,将 任意 程序 输入 SelfLoop， 结 果 要 么 是 陷入 无 限 循环 ， 要么 是 能 在 有 限时 间 内 结束 运行 。 
现 假设 有 ProgramA 和 ProgramB 两 个 程序 ， 如 下 所 示 。 


“将 ProgramA 自身 作为 数据 传 入 ProgramA 时 ， 程 序 结束 运行 
。 将 ProgramB 自身 作为 数据 传 入 ProgramB 时 ， 程 序 永 不 结束 运行 


程序 程序 程序 结束 运行 ， 
ProgramA ProgramA 输出 结果 
程序 程序 ”程序 永 不 
上 == 十 :二 /二 
ProgramB ProgramB 号 结束 运行 ， 


那么 ,刚才 的 SelfLoop 就 会 出 现 如 下 和 情况。 


。 将 ProgramA 传 入 SelfLoop, 会 陷入 无 限 循 环 ， 程序 永 不 结束 运行 
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。 将 ProgramB 传 入 SelfLoop， 程序 结束 运行 


程序 程序 | 、 程序 永 不 “ 
ProgramA SelfLoop 国 结束 运行 , 
程序 程序 
ProgramB SelfLoop 
3. 推导 出 矛盾 
【 这 里 开始 要 推导 出 矛盾 】 


终于 要 进入 最 精彩 的 阶段 了 。 这 里 ,将 SelfLoop 自身 传人 SelfLoop 中 。 即 判断 SelfLoop 
(SelfLoop) 的 运行 情况 。 


(1) SelfLoop(SelfLoop) 会 在 有 限时 间 内 结束 运行 

“SelfLoop(SelfLoop) 会 在 有 限时 间 内 结束 运行 的 情况 ”就 是 HaltChecker(SelfLoop， 
SelfLoop) 为 false 的 情况 。 而 HaltChecker(SelfLoop，SelfLoop) 为 false 的 意思 是 “如 果 将 
SelfLoop 传人 SelfLoop，SelfLoop 就 不 会 结束 运行 ”。 

ae 是 “SelfLoop(SelfLoop) 会 在 有 限时 间 内 结束 运行 的 情况 ”， 然 而 得 出 的 结 

是 “如 果 将 SelfLoop 传人 SelfLoop， 则 程序 不 会 结束 运行 "， 这 是 矛盾 的 。 


(2) SelfLoop(SelfLoop) 陷入 无 限 循环 

“SelfLoop(SelfLoop) 陷入 无 限 循环 的 情况 ”就 是 HaltChecker(SelfLoop，SelfLoop) 为 
true 的 情况 。 而 HaltChecker(SelfLoop ，SelfLoop) 为 true 的 意思 是 “如 果 将 SelfLoop 传人 
SelfLoop， 程 序 会 结束 运行 ”。 

我 们 考虑 的 是 “SelfLoop(SelfLoop) 陷入 无 限 循 环 的 情况 ”"， 然 而 得 出 的 结论 却 是 “如 
果 将 SelfLoop 传人 SelfLoop， 程 序 会 结束 运行 "， 这 又 是 矛盾 的 。 

(1) 和 (2) 都 是 矛盾 的 。 
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之 矛盾 
程序 程序 
SelfLoop SelfLoop ss 


结束 运行 


这 就 说 明 如 果 假 设 “ 能 写 出 HaltChecker”， 就 必然 产生 矛盾 。 
由 此 ， 通 过 反 证 法 证 明了 无 法 编写 出 HaltChecker 这 样 的 程序 。 
停机 问题 是 不 可 解 的 。 这 已 由 图 灵 在 1936 年 证 明 出 来 了 。 


写 给 尚未 理解 的 读者 


“怎么 感 党 有 点 投机 取 巧 呢 ? 还 是 不 能 理解 。 

对 于 有 以 上 想法 的 读者 ， 我 来 “感性 地 讲解 ”为 什么 无 法 写 出 HaltChecker。 知 假设 
HaltChecker 是 存在 的 ， 则 可 以 解决 许多 尚未 解决 的 问题 。 

首先 ， 假设 已 经 写 出 了 以 下 FermatChecker 程序 。 


FermatChecker(k) 
{ 
while (k > 6) { 
< 随意 选择 几 个 整数 x, y, z, n, 其 中 x, y, z 6, n > 2> 
if (<x" + y" = z">) { 
< 输出 x,，y，z,，n 后 结束 程序 > 


} 


判断 HaltChecker(FermatChecker, 1) 的 结果 。 如 果 结 果 为 true， 那 么 FermatChecker(1) 会 
在 有 限时 间 内 结束 运行 。 如 果 结 果 为 false， 那 么 FermatChecker(1) 不 会 在 有 限时 间 内 结 
运行 。 

这 里 提 一 下 ,“ 当 整数 n>2 了 时， 关于 x,y,z 的 不 定 方程 x"+y”= zx” 无 正 整 数 解 。 就 
是 著名 的 费 马 大 定理 (Fermat’s last theorem )。 如 果 HaltChecker(FermatChecker, 1) 返回 true， 
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那么 费 马 大 定理 就 存在 反例 ; 如 果 返 回 false， 那 么 就 不 存在 反例 。1994 年 怀 尔 斯 ( Andrew 
Wiles，1953 一 ”) 完全 证 明了 费 马 大 定理 。 也 就 是 说 能 通过 HaltChecker 判断 之 前 358 年 中 
无 人 能 证 明 的 极 难 定理 的 真 假 。 

可 以 通过 HaltChecker 进行 判断 的 不 仅 限于 费 马 大 定理 。 让 我 们 用 它 来 判断 一 下 现代 数 
学 也 未 解决 的 问题 之 一 “ 任 一 大 于 2 的 偶数 都 可 写成 两 个 质数 之 和 ”( 哥 德 巴赫 猜想 ) 吧 。 

现在 写 一 个 叫 GoldChecker 的 程序 ， 输入 参数 为 4。GoldChecker 的 参数 n 按 
4, 6, 8, 10, 12, .… 递增 ， 每 递增 1 次 都 要 对 n 是 否 能 写成 两 个 质数 之 和 进行 判断 。 该 判断 可 
以 通过 尝试 所 有 比 n 小 的 质数 进行 ， 这 并 不 难 。 如 果 找 到 不 能 写成 两 个 质数 之 和 的 n， 那 
就 输出 n， 程 序 结束 运行 。 


GoldChecker(n) 
{ 
while (n > 6) { 
< 判断 n 是 否 能 写成 两 个 质数 之 和 > 
if (< 不 能 写成 两 个 质数 之 和 >) { 
< 输出 n 后 结束 程序 > 


} 
n 


= Nn +2; 


} 


写 出 上 面 的 GoldChecker 本 身 并 不 难 。 

现在 调用 HaltChecker(GoldChecker, 4)， 结 果 会 怎么 样 呢 ? 如 果 结 果 为 tue， 那 就 意味 
着 “将 4 输入 GoldChecker， 在 有 限时 间 内 程序 会 结束 运行 "， 即 存在 不 能 写成 两 个 质数 之 
和 的 nm。 这 就 否定 了 哥 德 巴赫 猜想 。 

而 如 果 结 果 为 false， 那 就 表明 “将 4 输入 GoldChecker， 在 有 限时 间 内 程序 不 会 结束 
行 "， 由 此 可 得 哥 德 巴赫 猜想 是 正确 的 。 

除了 “ 费 马 大 定理 ”和 “ 哥 德 巴赫 猜想 ”以 外 ,“ 现 代数 学 虽 没 解决 ， 但 可 通过 反复 试 
验 求解 的 问题 ”都 必 能 通过 HaltChecker 来 判定 。 即 ， 如 果 存 在 HaltChecker， 就 能 解决 许多 
尚未 解决 的 问题 。” 

以 上 内 容 并 不 是 证 明 ， 而 是 “感性 地 讲解 ” 写 出 HaltChecker 是 不 可 能 的 。 


全 


QD 严格 来 说 ，HaltChecker 只 判断 有 没有 解 ， 并 不 显示 有 解 时 的 解 是 什么 。 
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不 可 解 问题 有 很 多 


我 们 介绍 了 不 可 解 问题 的 例子 一 一 “停机 问题 ”。 

在 上 述 证 明 中 ,使 用 了 C 语言 式 的 代码 ， 但 停机 问题 并 不 依赖 于 特定 的 编程 语言 。 解 
决 停机 问题 的 程序 “无 论 用 什么 语言 都 写 不 出 来 ”。 

男 外 ,不 可 解 问题 并 不 仅仅 是 “程序 的 停机 问题 "。 实 际 上 ， 判 断 程序 运行 的 许多 问题 
都 是 不 可 解 问题 。 例 如 ， 可 以 使 用 停机 问题 的 证 明 方法 证 明 下 面 几 个 问题 是 不 可 解 的 。 


“给 定 任意 两 个 程序 ， 判断“ 无论 输 入 什么 ,程序 动作 是 否 都 相同 ” 
* 给 定 任意 程序 ， 判断 “能 否 判 断 输入 的 整数 是 质数 ” 
. 给 定 任意 程序 ， 判断 “无 论 输 入 什么 ， 是 否 都 输出 1” 
"给 定 任意 程序 ， 在 TT 时间 内 判断 “在 一 定时 间 内 ,程序 能 否 结 来 运行 ” 


> 


vy 


胞 


胞 


程序 是 否 存在 语法 错误 等 问题 ， 可 以 通过 程序 来 解决 。 但 是 程序 无 法 解决 停机 问题 那 
种 判断 任意 程序 动作 的 问题 。 

我 们 可 以 用 计算 机 来 解决 很 多 问题 。 但 是 ,无 论 计算 机 如 何 发 展 ， 都 存在 本 质 上 无 法 
解决 的 问题 。 


本 章 小 结 


本 章 学 习 了 不 可 解 问题 。 作 为 基础 知识 ， 我 们 也 学 习 了 “ 反 证 法 ”和 可 数 集合 。 虽 然 
可 以 编写 无 穷 个 程序 ， 但 是 这 个 无 穷 终究 是 可 数 的 无 穷 ， 编 写 程序 并 不 能 达到 比 可 数 无 穷 
“更 多 的 ”无 穷 。 


@ 课 后 对 话 
学 生 : 另 …… 存 在 编程 解决 不 了 的 问题 ， 那 就 是 说 计算 机 的 功能 有 限 吧 ? 换 作 人 类 的 话 ， 就 能 超越 


这 种 极限 吧 。 
老师 : 不 能 单纯 地 这 样 认为 。 如 果 能 将 人 类 的 能 力 形式 化 ， 那 么 通过 相同 的 论证 法 ， 就 能 证 明 存 在 
人 类 也 解 不 出 的 问题 。 


学 生 : 将 人 类 的 能 力 形式 化 是 根本 做 不 到 的 吧 ! 
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老师 : 如 果 这 样 的 话 ， 就 无 法 展开 逻辑 的 讨论 ， 因 此 既 不 能 证 明 人 类 的 能 力 ， 也 不 能 反 证 它 。 
学 生 : 这 是 什么 意思 呢 ? 
意思 


老师 : 意思 就 是 这 个 问题 不 属于 数学 讨论 的 范畴 。 


CHAPTER 9 
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@ 课 前 对 话 
学 生 : 老师 ， 问 题 是 解决 了 ， 但 我 不 能 很 好 地 把 它 讲 出 来 。 
老师 : 那 是 因为 没 抓 住 问题 的 关键 。 


本 章 学 习 内 容 


通过 本 书 , 我们 进行 了 一 次 小 小 的 旅行 。 在 即将 合 上 本 书 之 际 ， 我们 来 回顾 一 下 这 上 段 
旅途 吧 。 我 们 走 过 了 错综复杂 的 道路 ， 就 在 这 里 好 好 整理 一 下 。 


@“0 一 一 做 出 简单 规则 


0 


第 1 章 ， 我们 对 “0” 进 行 了 思考 。0 明确 表现 了 “无 即 是 有 ”。 换 言 之 ， 就 是 不 对 
“无 ”进行 特别 处 理 。 

引入 0 以 后 , 更 容易 简化 规则 。 如 果 找 出 具有 一 致 性 的 简单 的 规则 ， 则 便于 机 械 式 处 
理 ， 让 计算 机 来 解决 问题 。 


@“ 逻 辑 ” 一 一 两 个 世界 


W) | (WW 


第 2 章 ， 我 们 学 习 了 “逻辑 ”。 逮 辑 基本 上 被 分 为 true 和 false 两 个 世界 。 解 决 问题 时 ， 
并 不 是 眉毛 胡子 一 把 抓 ， 而 应 该 根据 某 条 件 分 为 “条 件 成 立 ” 和 “条 件 不 成 立 ” 两 种 情况 
来 解决 。 

逻辑 同时 也 是 消除 自然 语言 歧义 的 工具 。 为 了 更 好 地 解决 复杂 远 辑 问题 ,我们 学 习 了 
逻辑 表达 式 、 真 值 表 、 文 氏 图 和 卡 庄 图 等 工具 。 
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@ [99 余数 ”一 一 分 组 


第 3 章 ， 我 们 通过 思考 题 学 习 了 “余数 "。 对 于 有 无 数 个 对 象 的 问题 ， 只 要 发 现 其 规 
律 ， 就 能 使 用 余数 将 其 简化 为 对 象 个 数 较 少 的 问题 。 

有 效 利 用 余数 ， 能 将 分 散 的 事物 同等 看 待 并 加 以 分 类 。 通 过 “余数 ”进行 分 组 之 后 ， 
本 来 需要 反复 试验 的 问题 也 能 轻松 解决 。 此 外 我 们 还 学 习 了 奇偶 性 。 


@“ 数 学 归纳 法 ”一 一 通过 2 个 步骤 挑战 无 穷 
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第 4 章 ， 我 们 学 习 了 “数学 归纳 法 "。 数 学 归纳 法 只 需要 通过 基底 和 归纳 2 个 步 又 ， 就 
能 进行 有 关 无 穷 的 证 明 。 

数学 归纳 法 的 基础 是 以 0, 1 2,3,…,n 的 循环 来 解决 问题 。 这 如 同 将 大 问题 分 解 为 n 个 
同类 同 规模 的 小 问题 。 如 果 能 这 样 分 解 问题 ， 就 能 依次 机 械 式 地 解答 。 


@“ 排 列 组 合 ” 关 键 在 于 认 清 问题 的 性 质 


g 


第 5 章 ， 我 们 学 习 了 “排列 组 合 ”等 计数 原理 。 对 于 多 得 无 法 直接 计数 的 庞大 数据 ， 
先 缩小 规模 找 出 问题 的 本 质 ， 再 将 其 抽象 化 ， 就 能 得 到 答案 。 

我 们 不 要 光 摆 弄 数字 ， 认 清 计数 对 象 的 性 质 和 结构 是 要 点 。 不 应 死记 硬 背 公 式 ， 应 更 
关注 组 合 逻辑 上 的 意义 。 


All21|113|4 
YLYILYJLS 
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@“ 递 归 一 一 在 自己 中 找 出 自己 


OD 


第 6 章 我 们 学 习 了 “递归 ”。 递 归 也 是 分 解 问题 的 方法 ， 但 不 是 分 解 成 同类 同 规模 的 问 
题 ， 而 是 分 解 成 同类 不 同 规模 的 问题 。 

在 面 对 复 杂 的 问题 时 ， 先 观察 它 的 内 部 是 否 含有 相同 结构 的 小 规模 问题 。 如 果 正 确 地 
找到 了 递归 结构 ， 就 可 以 使 用 递 推 公式 抓 住 问题 的 本 质 。 


@ 指数 爆炸 i 


Ti 


第 7 章 介绍 了 很 难处 理 的 “指数 爆炸 ”。 包 含 指数 爆炸 的 问题 ， 规 模 稍 一 扩大 ， 就 会 


但 是 相反 ， 若 能 有 效 利 用 指数 爆炸 ， 就 能 将 复杂 的 问题 简化 。 
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@“ 不 可 解 问题 一 一 展示 了 原理 上 的 界限 


0|0|0|0|0i010 
1 医 呈 1 111|111111 
2|2 医 2 2|2|2|12 
31313141313 1313 
41414141353141414 
5|5|5| 5 5 5 | 5 
616161616|16056 
7|171717171717 本 


在 第 8 章 中 ， 我 们 学 习 了 反 证 法 、 可 数 的 概念 、 不 可 解 问 题 以 及 停机 问题 。 
我 们 能 用 计算 机 来 解决 的 问题 是 无 穷 的 。 但 是 ， 这 个 无 穷 也 只 是 可 数 的 。 所 有 问题 的 
合 是 比 可 数 更 多 的 无 穷 ， 那里 有 我 们 无 法 企及 的 世界 。 


何 为 解决 问题 


认 清 模式 ， 进 行 抽 和 象 化 


本 书 从 各 种 角度 对 “解决 问题 ”进行 了 思考 。 

在 解答 思考 题 时 ,我们 经 常会 使 用 “ 先 用 较 小 的 数 试 算 ” 的 方法 。 用 较 小 的 数 进行 尝 
试 ， 可 以 发 现 规律 、 性 质 、 结 构 、 循 环 、 一 致 性 等 ， 认 清 隐 仿 在 问题 中 的 模式 。 和 否则 ， 即 
使 解决 了 问题 ， 也 只 是 一 知 半 解 。 

另外 ,我 们 还 尝试 了 “对 目前 得 到 的 结果 进行 抽象 化 "。 通 过 抽象 化 ， 可 以 将 结论 运用 
到 当前 问题 以 外 的 其 他 问题 中 。 如 果 问 题 的 解法 只 能 够 运用 于 当前 问题 ， 那 么 这 个 解法 就 
名 不 副 实 。 只 有 同样 能 够 运用 于 其 他 类 似 问 题 的 方法 ， 才 能 称 为 解法 。 


由 不 擅长 催生 出 的 智慧 

回顾 本 书 ， 脑 海中 会 浮现 出 “人 类 不 擅长 某 事 ”的 印象 ， 而 正 是 这 些 “ 不 擅长 ”， 催 生 
出 了 各 种 内 洗 的 智慧 。 

人 类 不 擅长 处 理 庞 大 的 数字 ， 因 此 在 计数 法 上 下 了 很 多 功夫 。 罗 马 数 字 中 , 用 其 他 字 
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符 来 表示 数 的 单元 。 按 位 计数 法 中 ， 通 过 数字 的 位 置 表示 数 的 大 小 ， 这 就 能 比 罗马 数字 表 
示 出 更 大 的 数 。 在 处 理 更 庞大 的 数 时 ， 还 可 使 用 10" 这 种 指数 表示 法 。 

人 类 不 擅长 毫 无 差错 地 进行 复杂 判断 ， 因 此 逻辑 就 诞生 了 。 从 此 可 以 通过 逻辑 表达 式 
进行 推论 ， 也 可 以 通过 卡 诺 图 解决 复杂 人 逻辑 。 

人 类 不 擅长 管理 大 量 事物 ， 因 此 进行 了 分 组 。 将 同一 组 的 事物 视 为 同类 事物 ,管理 起 
来 就 会 方便 许多 。 

人 类 不 擅长 处 理 无 穷 ,因此 通过 有 限 的 步骤 处 理 无 穷 。 

a 诸如 此 类 ， 人 类 运用 智慧 ， 悉 心 销 研 ， 不 断 地 挑战 问题 。 想 方 设法 缩小 问题 规模 ， 
降低 复杂 度 ， 使 问题 达到 “可 以 机 械 式 地 解决 ”的 状态 。 

只 要 达到 这 个 状态 ， 就 能 将 接力 棒 传 至 下 一 位 赛跑 运动 员 一 一 计算 机 。 

你 有 不 擅长 的 地 方 吗 ? 那里 或 许 会 让 你 产生 新 的 智慧 、 找 到 新 的 窍门 呢 ! 


| 幻想 法 则 


下 面 来 谈 谈 我 自己 命名 的 问题 解决 法 一 一 幻想 法 则 。"“ 幻 想 ” 意 为 穿梭 于 男 一 个 世界 ， 
而 幻想 法 则 就 是 通过 穿梭 于 为 一 个 世界 来 有 效 解 决 问 题 的 法 则 。 


【 幻想 法 则 】 
如 果 有 “现实 世界 ”解决 不 了 的 问题 …… 


(1) 将 问题 从 “现实 世界 ” 带 到 “幻想 世界 ”。 
(2) 然后 在 “幻想 世界 ”解决 问题 。 
(3) 最 后 ， 将 答案 带 回 “现实 世界 ”。 


该 法 则 用 图 形 表示 的 话 则 如 图 9-1 所 示 。 


第 9 什么 是 程 请 员 的 数学 总 结 篇 2 条 


| 加 史 L 幻想 法 则 


现实 世界 幻想 世界 
转换 为 幻想 
世界 的 问题 
问题 问题 
区 
带 回 现实 世界 
解答 | 解 和 


也 可 以 称 之 为 高 速 公 路 法 则 。 


【高 速 公路 法 则 】 
如 果 要 去 很 远 的 地 方 …… 


(1) 开车 上 高 速 公路 。 
(2) 高 速 开 往 离 目 的 地 较 近 的 出 入 口 。 
(3) 驶 下 高 速 公路 ， 前 往 目的 地 。 


“高 速 公 路 法 则 ”或 许 更 容易 理解 ， 而 “幻想 法 则 ” 则 显得 更 有 趣 一 些 ， 不 是 吗 ? 实际 
上 ， 本 书 中 频 索 出 现 了 “ 约 想 法 则 ”。 有 没有 发 现 书 中 到 处 都 有 类 似 图 9-1 的 图 呢 ? 


程序 员 的 数学 


人 程序 员 通 常 不 需要 掌握 很 深奥 的 数学 知识 。 不 过 ， 认 清 并 简化 问题 
结构 ， 总 结 出 具有 一 致 性 的 规则 等 ， 对 于 程序 员 来 说 是 家 常 便 饭 。 

不 要 党 得 “不 擅长 数学 ”就 漠然 处 之 ， 而 要 想到 “数学 妙趣 横生 ， 要 多 加 运用 ”， 
天 的 编程 都 注入 数学 的 思维 方式 。 
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通过 本 书 ， 奉 能 使 你 从 看 似 平淡 无 味 的 数学 中 ， 体 会 到 些许 美妙 和 乐趣 ， 那 对 于 我 来 
说 就 是 无 上 的 喜悦 。 
最 后 ， 衷 心 感谢 你 阅读 本 书 ! 


© 
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: 老师 辛苦 了 。 总 算 都 看 完了 。 

: 是 呀 ! 

: 我 发 现 这 本 书 中 有 不 少 相同 的 话题 被 反复 提 及 。 

: 咽 ， 没 错 。 

: 像 “ 遗 漏 ” 和 “重复 ”、 尝 试 较 小 的 数 、 认 清 结构 、 幻 想法 则 等 。 
: 还 有 抽象 化 呢 。 

: 是 啊 ! 看 似 分 散 的 章节 ， 居 然 全 部 联系 得 起 来 。 

: 你 或 许 已 经 发 现 书 中 隐 含 的 模式 了 吧 。 

: 啊 ， 原 来 如 此 ! 感觉 求知 欲 更 强 了 。 谢 谢 老师 。 

: 也 谢谢 你 认真 听讲 ! 


可 上 由 柯 
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@ 课 前 对 话 
学 生 : 收集 了 这 么 多 数据 ， 就 差 程序 了 。 如 果 能 写 出 好 的 程序 就 完美 了 ! 
老师 : 所 谓 好 的 程序 是 指 什么 ? 
学 生 : 就 是 程序 员 想 办 法 把 …… 
老师 : 只 有 程序 员 想 办 法 可 不 够 ， 数 据 本 身 的 作用 也 得 充分 发 挥 出 来 。 
学 生 : 数据 …… 也 能 帮 上 什么 忙 吗 ? 


本 附录 学 习 内 容 


本 附录 将 带 你 迈 出 向 机 融 学 习 进 发 的 第 一 步 。 
机 各 学 习 主 要 用 于 解决 以 下 类 型 的 问题 。 


。 以 大 量 数据 为 基础 ， 预 测 结 
。 对 大 量 数据 进行 识别 和 分 类 


最 关键 的 一 点 是 ， 预 测 或 分 类 的 具体 方法 并 不 是 由 程序 员 事 先 设 定 的 ， 而 是 由 计算 机 
从 大 量 数 据 中 自动 提取 特征 ， 从 而 解决 问题 。 
作为 “ 迈 向 机 器 学 习 的 第 一 步 "， 这 里 我 们 会 依次 来 了 解 下 面 这 些 知识 点 。 


“什么 是 机 器 学 习 
“预测 问题 与 分 类 问题 
* 感知 器 

* 机 器 学 习 中 的 “学 习 ” 
“ 神经 网 络 


" 人 类 就 这 样 没 用 了 吗 


机 器 学 习 涉 及 的 内 容 很 广 ， 短 短 的 几 十 页 附录 不 可 能 圳 括 全 部 内 容 。 在 这 里 只 能 帮助 
大 家 迈 出 “第 一 步 "， 还 请 见谅 。 
进入 正题 之 前 ， 我 要 说 明 一 下 算式 的 使 用 。 本 书 从 第 1 章 到 第 9 章 ， 一 直 没 怎么 用 到 


QD 有 时 也 称 为 感知 机 。 一 一 译 者 注 
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算式 。 但 从 本 附录 开始 ， 算 式 就 要 陆续 登场 了 。 对 后 文中 出 现 的 算式 ， 我 会 用 易 懂 的 语言 
具体 说 明 ， 所 以 请 大 家 不 要 跳 过 哟 ! 让 大 家 熟悉 算式 的 用 法 ， 也 是 本 附录 的 目的 之 一 。 


上 什么 是 机 器 学 习 


i 受到 广泛 关注 的 机 器 学 习 技 术 


近年 ， 机 器 学 习 备 受 关注 。 伴 随 人 工 智能 、 深 度 学 习 等 关键 词 ， 机 带 学 习 一 词 也 频繁 
出 现在 各 种 媒体 上 。 人 工 智 能 这 个 词 的 含义 比较 广泛 ， 机 带 学 习 是 实现 人 工 智 能 的 一 种 基 
本 技术 手段 ， 而 深度 学 习 是 机 带 学 习 技 术 的 一 种 。 

随 着 机 器 学 习 技 术 的 进步 ， 在 一 些 通常 被 认为 是 人 类 比较 拿手 而 计算 机 不 太 擅 长 的 领 
域 ， 计 算 机 也 慢 慢 占据 了 一 席 之 地 。 说 到 机 器 学 习 的 应 用 ， 图 像 识 别 就 是 其 一 ， 在 各 种 各 
样 的 应 用 场景 中 都 能 派 上 用 场 。 例 如 ， 把 手写 的 文字 识别 成 文本 、 提 取 图 片 中 的 人 物 面 部 
区 域 、 在 众多 图 片 中 分 辨 出 含有 特定 人 物 的 图 片 ， 等 每 。 如 果 程 序 只 通过 虫子 的 图 片 就 能 
判断 出 它 是 否 是 害虫 ， 那 将 会 产生 多 么 大 的 价值 啊 ! 再 比如 ， 自 动 识别 街道 路 况 的 功能 ， 
在 机 动车 的 自动 驾驶 技术 中 也 派 得 上 用 场 。 

由 机 器 学 习 技 术 实现 的 图 像 识 别 ， 其 识别 能 力 确实 已 经 开始 超过 人 类 ， 因 此 机 顺 学 习 
今后 也 会 受到 越 来 越 多 的 关注 。 


| 机 器 学 习 是 随 着 时 代 发 展 诞生 的 技术 


机 天 学 习 之 所 以 能 够 得 到 发 展 ， 有 以 下 几 个 技术 上 的 原因 。 

首先 是 输入 资源 。 机 器 学 习 的 前 提 是 有 大 量 数据 。 现 代 互 联网 社会 ， 我 们 很 方便 就 能 
得 到 大 量 计算 机 可 以 直接 处 理 的 数据 ， 而 且 这 些 在 计算 机 中 存储 的 数据 处 理 起 来 也 比较 方 
便 。 男 外 ， 能 够 存储 大 量 数据 的 存储 设备 也 越 来 越 便宜 。 

其 次 ， 计 算 机 的 信息 处 理 能 力 变 得 更 强大 了 。 计 算 机 的 运算 速度 变 快 只 是 其 中 一 个 方 
面 ， 更 重要 的 是 ， 机 顺 学 习 中 经 常 需要 用 到 的 向 量 和 和 抢 阵 的 计算 ， 是 可 以 并 行 处 理 的 。 也 
就 是 说 ， 只 要 在 设备 上 有 足够 的 投入 ， 处 理性 能 就 能 得 到 提升 。 

最 后 ， 机 带 学 习 的 输出 结果 能 够 应 用 于 多 种 多 样 的 场景 中 。 比 如 ， 我 们 日 常生 活 中 常 
见 的 “购物 推荐 功能 ”就 是 其 中 之 一 ， 也 就 是 “购买 此 商品 的 顾客 还 购买 了 某 某 ”之 类 的 
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销售 推广 。 
前 文 提 到 的 图 像 识 别 技术 作为 机 絮 学 习 的 应 用 广为人知 。 图 像 识 别 中 的 “模式 分 类 ” 
技术 ,可 以 用 来 判断 图 片 中 的 对 象 是 不 是 人 类 ,还 可 以 用 来 判断 图 片 中 的 蚂蚁 是 不 是 红火 
蚁 “， 等 等 。“ 目 标 检测 ”技术 可 以 用 来 检测 图 像 中 到 底 有 多 少 人 、 街 景 图 像 中 汽车 有 几 辆 
等 。 还 有 ,“ 图 像 分 割 ” 技 术 涉 及 的 应 用 有 ， 在 自然 风景 的 图 像 中 圈定 森林 的 范围 ， 在 街景 
图 中 识别 道路 的 方向 ， 从 医疗 图 像 中 确定 病灶 部 位 ， 等 等 。 不 仅 是 识别 图 像 ， 在 生成 图 像 
(作画 ) 方面 机 融 学 习 也 可 以 施展 身手 。 
如 果 说 图 像 识 别 发 挥 了 眼睛 的 功能 ,那么 语音 的 识别 和 合成 就 相当 于 人 类 的 耳 打 和 嘴 。 
自然 语言 识别 与 合成 等 工作 ， 目 前 都 是 人 工 完 成 的 ， 但 将 来 说 不 定 都 可 以 让 计算 机 来 做 。 
总 之 ， 机 需 学 习 应 用 广泛 ， 能 想到 的 应 用 案例 数不胜数 。 
综 上 所 述 ， 现 在 有 大 量 数据 可 以 作为 输入 资源 ， 信 息 处 理 过 程 可 以 高 效 进 行 ， 得 到 的 
输出 结果 还 可 以 应 用 于 各 种 领域 ， 所 以 机 天 学 习 成 为 热门 的 理由 不 难 理解 。 


I 


预测 问题 和 分 类 问题 


机 融 学 习 有 多 万 害 就 移 说 到 这 里 。 下 面 我 来 说 一 说 “预测 问题 ”和 “分 类 问题 ”。 这 两 
类 问题 很 有 代表 性 ， 在 面 对 它 们 时 ， 人 们 往往 就 会 想到 要 让 机 器 学 习 出 马 解决 。 


| 预测 问题 


所 谓 预测 问题 ， 是 指 通过 给 定 的 输入 ， 得 到 与 目标 尽量 接近 的 输出 这 一 类 问题 。 

例如 ,你 在 经 营 一 家 网 站 ， 想 要 预测 在 广告 上 投入 的 费用 会 在 销售 额 上 有 多 大 程度 的 
有 反映。 显然 ， 你 希望 在 实际 投放 广告 之 前 ， 就 能 对 销售 额 有 个 正确 的 预计 。 这 里 的 广告 费 
就 是 问题 的 “输入 ”， 经 过 预测 得 到 的 数值 ( 销售 额 ) 是 “输出 *”， 而 “目标 ” 则 是 实际 的 
销售 额 。 所 以 这 个 例子 就 是 “在 广告 费 给 定 的 情况 下 ， 尽 量 精确 地 预测 销售 额 ” 这 样 的 预 
测 问题 。 预 测 问题 也 称 回归 问题 。 

对 于 人 类 来 说 ， 这 类 预测 问题 是 自然 而 然 就 可 以 解决 掉 的 。 我 们 会 像 “ 之 前 在 广告 上 
投入 了 多 少 ， 然 后 销售 额 增长 了 多 少 ， 所 以 继续 增加 广告 投放 力度 ， 销 售 额 应 该 会 继续 上 


QD 来 自 南 美洲 的 入侵 物种 。 被 红火 蚁 整 伤 后 会 有 火 灼 般 的 痛感 ， 严 重 者 会 休克 甚至 死亡 。 一 一 译 者 注 
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涨 吧 ” 这 样 ， 根 据 自己 的 经 验 去 做 出 相应 的 预测 。 
将 广告 费 记 为 *， 销 售 额 记 为 y， 我 们 可 以 把 过 去 的 广告 费 和 销售 额 数据 表示 成 如 图 A-1 
所 示 的 点 的 集合 。 


1 国 AI 广告 费 与 销售 额 


销售 额 


想 要 求解 预测 问题 ， 需 要 我 们 能 够 根据 没有 真实 投入 过 的 广告 费 xo0， 预 测 出 与 投入 xo 
后 的 实际 销售 额 非常 接近 的 输出 yo。 这 就 相当 于 要 做 出 如 图 A-2 所 示 的 图 。 


[图 A-2 根据 广告 费 预 测 销售 额 


图 A-2 意味 着 ,通过 假设 广告 费 x 和 销售 额 y 之 间 有 
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y=ax+b 


这 样 的 关系 ,就 可 以 对 销售 额 做 出 预测 。 换 句 话说， 广告 费 乘 以 a 信之 后 加 上 5。 的 值 ， 就 
可 以 得 到 销售 额 y。 这 个 做 出 假设 的 过 程 ， 就 叫 作 “ 为 预测 问题 建立 模型 ”。 

但 是 ， 只 有 模型 还 是 无 法 解决 具体 问题 。 因 为 在 模型 中 还 有 两 个 未 知 数 a 和 4b， 如 果 
不 能 具体 确定 这 两 个 值 ， 就 火 不 上 解决 问题 。 像 a 和 4b 这样 的 未 知 数 ， 称 为 模型 中 的 参数 。 
如 图 A-3 所 示 ， 参 数 选取 得 越 好 ， 预 测 的 准确 性 就 越 高 。 


| 图 A-3 | 参数 选取 得 越 好 ， 预 测 的 准确 性 就 越 高 


销售 额 销售 额 y 


(x,y) 是 由 输入 和 目标 组 成 的 1 组 数据 。 图 A-3 只 反映 出 了 5 组 数据 ,但 这 样 的 数据 越 
多 ， 参 数 也 就 越 好 找 ， 预 测 的 准确 性 也 会 随 之 提升 。 在 我 们 的 例子 中 , 广告 费 和 销售 额 的 
数据 越 多 ， 就 等 于 积攒 的 经 验 越 多 。 

由 输入 和 目标 组 成 的 数据 称 为 训练 数据 。 机 天 学 习 中 所 谓 的 学 习 ， 就 是 为 了 通过 给 定 
的 输入 得 到 和 目标 尽 可 能 接近 的 输出 ， 使 用 训练 数据 对 参数 进行 调整 的 过 程 。 使 用 训练 数 
据 对 参数 进行 过 调整 的 模型 称 为 训练 好 的 模型 。 对 于 训练 好 的 模型 ， 需 要 用 测试 数据 对 其 
进行 测试 ， 从 而 评价 训练 的 效果 ( 如 图 A-4 所 示 )。 

在 机 咒 学 习 中 对 参数 进行 调整 的 过 程 ， 不 是 由 程序 员 完 成 的 ， 而 是 由 计算 机 通过 训练 
数据 自动 完成 的 ， 这 正 是 机 融 学 习 的 一 大 特征 。 

保险 起 见 ， 最 后 再 提醒 一 下 。 通 过 形 如 y= ax +z 的 算式 由 输入 x 得 到 输出 y 时 , 会 把 
参数 a 和 4。 视 为 常量 ,也 就 是 说 它们 的 取 值 不 变 。 但是, 为 了 得 到 和 目标 更 接近 的 输出 ， 
在 调整 函数 图 的 过 程 中 ， 要 把 参数 a 和 。 视 为 取 值 会 变化 的 变量 。 请 注意 ， 要 从 上 述 两 个 
不 同 的 角度 来 看 待 参 数 a 和 2。 
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| 图 A-4 学 习 与 测试 


训练 好 的 模型 评价 


其 
由 


还 有 一 点 我 们 不 能 忘记 的 就 是 模型 具有 局 限 性 。 比 如 说 ， 在 广告 费 和 销售 额 之 间 真 的 
存在 y= ax+b 这 样 的 关系 吗 ?” 如 果 根 本 没有 这 样 的 关系 ,那么 无 论 怎 么 调整 参数 ， 也 不 可 
能 正确 预测 销售 额 。 所 以 ， 为 了 使 预测 更 加 准确 ， 需 要 建立 合理 的 模型 。 

另外 ， 要 预测 销售 额 时 ， 只 有 广告 费 这 一 项 作为 输入 ， 没 有 问题 吗 ? 比如 季节 、 地 区 
等 信息 是 不 是 也 需要 考虑 呢 ? 在 7= ax+b 中 ,输入 只 有 一 个 数值 ， 输 出 也 只 有 一 个 数值 。 
但 是 ， 如 果 考 虑 更 一 般 的 情况 ,输入 可 以 有 很 多 数值 ， 输 出 同样 也 可 以 有 很 多 数值 。 这 样 
由 多 个 数值 组 成 的 对 象 称 为 向 量 。 

到 这 里 先 做 个 总 结 吧 。 我 们 面 对 预测 问题 ， 首 先 要 有 好 的 模型 加 上 大 量 的 训练 数据 。 
然后 ， 我 们 需要 的 是 “能 根据 输入 向 量 ， 得 到 和 目标 向 量 尽 量 接近 的 输出 向 量 ”这 样 一 个 
训练 好 的 模型 。 

后 面 即将 登场 的 感知 器 就 是 机 器 学 习 中 最 为 基本 的 模型 之 一 。 为 了 解决 更 复杂 的 问题 ， 
之 后 我 们 还 将 会 讲 到 神经 网 络 等 模型 。 


| 分 类 问题 


所 请 分 类 问题 ， 是 指 对 于 给 定 的 输入 ,判断 其 应 该 被 分 和 人 哪个 类 别 这 种 问题 。 比 如 说 ， 
手写 的 数字 形态 各 异 , 但 是 人 类 在 看 到 这 些 数 字 时 ， 可 以 对 它们 进行 分 类 ， 也 就 是 判断 它 
们 是 0 到 9 之 间 的 哪 一 个 。 这 就 是 人 类 在 解决 手写 字符 的 分 类 问题 ( 图 A-5 )。 分 类 问题 也 
称 为 识别 问题 。 

第 3 章 中 提 到 过 “分 组 "， 这 里 的 分 类 问题 也 不 外 乎 是 分 组 的 一 种 。 如 果 能 用 计算 机 对 
大 量 数据 进行 确切 的 分 类 ， 那 么 这 个 技术 能 够 应 用 的 地 方 可 就 多 了 。 

例如 ， 根 据 虫 子 的 图 像 判 断 它 是 否 为 害虫 ， 根 据 人 类 的 图 像 判 断 这 是 哪 一 位 注册 用 户 ， 


检测 运行 中 的 机 器 是 否 处 于 异常 状态 等 ， 这 些 都 可 以 视 为 分 类 问题 。 

在 手写 字符 的 分 类 问题 中 ， 图 像 数 据 就 是 程序 的 输入 。 将 构成 图 像 的 每 个 点 (像素 的 
颜色 值 ) 变换 成 数 ， 并 将 这 些 数 排列 成 向 量 作为 程序 的 输入 。 比 如 ， 用 zz, xX3,………， XI-2， 
x1-1,X1 这 样 的 1 个 数 来 表示 每 个 像素 的 颜色 值 ， 则 输入 向 量 x 就 可 以 表示 为 由 这 些 数 排列 
而 成 的 


XI 


这 样 的 形式 。 一 般 来 讲 ， 表 示 向 量 时 ， 不 会 使 用 普通 的 字体 x， 而 是 用 加 粗 的 x 进行 区 分 。 


| 画 5 手写 字符 的 分 类 问题 


输入 输出 
3 
上 巴 ] 
时 Se 
上 
HEHE 
0 


在 分 类 问题 中 ,输出 可 以 是 “数字 2” 这样 一 个 明确 的 分 类 结果 ， 也 可 以 是 概率 向 量 
的 形式 (图 A-6 )。 比 如 ， 可 以 像 这 样 用 概率 列表 的 形式 来 表达 分 类 结果 : 数字 0 的 概率 为 
0.04， 数 字 1 的 概率 为 0.01， 数 字 2 的 概率 为 0.90…… 数 字 9 的 概率 为 0.02。 这 时 的 输出 y 
可 以 表达 成 由 10 个 数组 成 的 输出 向 量 ， 如 下 所 示 。 
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0.04 
0.01 
0.90 
0.01 
0 
水 写 0 
0.01 
0 
0.01 
0.02 
| 图 A-6 手写 字符 的 分 类 问题 ( 概率 向 量 ) 
输入 输出 
I 0.04 
人 0.01 
0.90 
一 一 [XI 
0 
人 0 
0.01 
0 
出 0.01 
[0.02| 
TI-2 XI-1 XI 


解决 分 类 问题 的 过 程 ， 也 可 以 说 是 从 大 量 数据 中 总 结 规律 和 规则 ， 从 而 发 现 模式 的 过 
程 。 机 器 学 习 并 不 会 要 求 程序 员 提前 研究 手写 字符 的 各 种 形态 再 去 设计 程序 ， 而 是 由 计算 
机 根据 训练 数据 来 调整 参数 ， 从 而 得 到 分 类 模型 ， 这 才 是 它 的 特征 所 在 。 


〗 感知 器 


相信 大 家 对 预测 问题 和 分 类 问题 已 经 有 了 大 致 印象 ， 下 面 我 来 说 一 说 机 带 学 习 的 具体 
原理 。 


| 什么 是 感知 器 


作为 机 带 学 习 中 的 一 种 基本 计算 方法 ， 感知 器 的 工作 流程 如 图 A-7 所 示 。 
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在 该 图 中 ， 数 据 从 左 向 右 通过 ,左边 排列 的 xj, xo, xz 为 输入 ， 右 边 的 》 为 输出 。 

大 家 既 可 以 认为 感知 器 就 是 一 种 根据 输入 求 输出 的 “计算 方法 ”， 也 可 以 用 计算 机 科学 
的 语言 来 称 它 为 “算法 "”。 另 外 ， 还 可 以 将 单个 的 感知 器 看 作 是 构成 “电路 ”的 一 个 个 “ 电 
子 元 件 ”。 无 论 怎 么 想 都 可 以 ， 不 过 在 这 里 我 们 把 感知 器 称 为 模型 。 于 是 ， 图 A-7 所 示 的 就 
是 “由 输入 xz xz,x3 得 到 输出 > 的 模型 ”。 


| 一 A-7 感知 器 


图 中 箭头 所 指 的 方向 就 是 数据 的 流向 。 输 入 xl xo, x3 和 中 间 的 s 由 三 条 线 (箭头 ) 连 
接 ， 线 上 分 别 标 有 wi, w2, w3。 该 图 表示 了 如 下 运算 。 


二 W1X1L 十 W2X2 十 W3X3 


这 里 的 wi, wz, w3 称 为 权重 (或 权 值 ) 参数 。 该 式 表 达 的 是 ， 对 于 输入 zi, xo, Xx3， 分 别 乘 上 
相应 的 权重 wi, w2, wa， 再 将 结果 相 加 ， 把 得 到 的 总 和 记 为 s。 到 这 里 相信 大 家 理解 起 来 都 
没 问 题 。 

3 和 > 之 间 也 有 箭头 相连 ， 上 面 标的 了 称 为 激活 函数 (也 称 激 励 函 数 )。 图 中 所 示 的 就 
是 使 用 激活 函数 /从 得 到 y 的 过 程 ， 用 算式 来 表达 则 如 下 所 示 。 


y= f(s) 
总 结 以 上 内 容 可 知 ， 图 A-7 所 示 的 感知 器 表达 了 如 下 的 运算 过 程 。 


[ = WIXI 十 W2X2 + W3X3 


y= f(s) 
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| 加 权 求 和 


有 些 读者 可 能 会 有 疑问 :“ 一 会 儿 做 乘法 ， 一 会 儿 做 加 法 ， 搞 这 些 到 底 有 什么 意义 ? 和 
机 器 学 习 又 有 什么 关系 ?” 请 少 安 答 躁 ， 我 们 来 稍微 深入 地 探讨 一 下 感知 融 中 出 现 的 算式 吧 。 
比如 ， 在 感知 咒 中 下 面 这 样 的 式 子 称 为 加 权 和 。 


$S 二 W1X1 + W2X2 十 W3X3 


所 求 的 是 输入 xz, x3 的 总 和 ， 但 它 并 不 是 简单 相 加 ， 而 是 对 各 个 输入 赋予 相应 的 权重 wi 
wz, W3 之 后 ， 青 进行 求 和 。w 取 自 权重 的 英文 单词 weight 的 首 字母 。 

wi1, w2, W3 也 如 各 自 的 下 标 所 示 ， 分 别 对 应 了 xi, xz, x3 的 权重 ,反映 了 相应 输入 的 重 
要 性 。 

如 果 所 有 输入 的 权重 ( 重要 性 ) 都 取 相 同 的 值 ， 比 如 wi = wz = w3 = 1， 那么 对 x1, xz, x3 
赋予 同样 的 权重 后 求 和 即 可 。 

此 外 ， 如 果 权 重 中 取 w= wa = 0， 就 意味 着 在 求 和 时 会 无 视 xy 和 x3。 

到 这 里 大 家 应 该 就 能 明白 了 ， 即 使 是 相同 的 输入 ， 只 要 权重 的 值 改 变 ， 计算 结果 也 会 
改变 。 通 过 调整 权重 的 取 值 可 以 对 计算 结果 加 以 调整 。 


说 到 向 量 ， 可 能 很 多 人 的 第 一 反应 是 箭头 〈 有 向 线段 )。 这么 想当然 也 没什么 问题 ,但 是 
ee eb 的 刻板 印象 。 为 了 避免 引起 混乱 ， 在 大 多 数 情 况 下 ， 把 向 量 看 作 “ 数 
的 (有 序 ) 排列 ”会 更 加 合适 。 

在 加 权 求 和 运算 中 ,我 们 接触 过 下 面 这 个 算式 。 


W1X1 + W2X2 + W3X3 


实际 上 这 个 式 子 可 以 用 向 量 内 积 的 形式 来 表达 ， 写 成 如 下 形式 。 


Xl 
(WI W2 w3) 四 


3 


Xi 
(WI1 W2 四 四 = W1X1 + W2X2 + W3xX3 
X3 
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这 个 运算 就 是 将 w 和 x 根据 它们 的 下 标 按 顺序 相 乘 (1 为 一 组 、2 为 一 组 、3 为 一 组 )， 然 
后 再 求 总 和 。 


LL 

x | 

(WL WwW2 WwW3)| 和 | = wx + wax + Wax3 
X3 


Xl 
(w1 W2 ws3) 加 = W1X1 +iW2X2 + W3X3 


| | 
(WI1 wz2 "| | = W1X1 + W2X2 十 W3X3 
X3 


向 量 的 内 积 与 加 权 和 


如 果 用 wixi + w2x2 + w3x3 的 形式 表示 加 权 和 ， 那 么 表示 权重 的 wi, wz, wa 和 表示 输入 的 
x1,X2,X3 就 会 在 式 子 中 被 拆 分 得 到 处 者 是。 但是， 如 果 用 向 量 表示 就 会 像 下 面 这 样 ， 


类 
(w1 W2 w3) 目 


权重 向 量 5 

输入 向 量 

将 权重 和 输入 用 向 量 的 形式 进行 区 分 了 。 进 一 步 讲 ， 还 可 以 按照 如 下 形式 ， 用 黑体 字 (w 和 x ) 
分 别 代表 两 个 向 量 。 


Xl 
w= (ww wa), X=|x2 
X3 


这 样 一 来 ， 原 本 比较 复杂 的 加 权 求 和 的 式 子 就 可 以 写成 下 面 这 样 十 分 简单 的 形式 。 


wx 
综 上 所 述 ， 整 个 算式 则 如 下 所 示 。 
Xl 
wx = (wi1 Ww2 W3) 三 W1X1 + W2X2 十 W3X3 
X3 


因为 wi, wa was 和 x1, xo, x3 都 是 单纯 的 数 ， 理 解 起 来 也 很 容易 ， 但 是 机 器 学 习 中 要 处 理 的 
数 实在 是 太 多 了 ， 所 以 还 是 统一 处 理 比较 好 。 用 向 量 正好 可 以 将 大 量 的 数 整 合 ， 让 我 们 更 加 清 
楚 地 看 到 算式 在 表达 什么 含义 。 
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这 里 需要 注意 一 点 。 在 内 积 运算 中 ， 行 向 量 和 列 向 量 一 个 需要 横向 书写 ， 一 个 需要 纵向 书 
写 。 但 是 在 书面 资料 中 ， 纵 向 量 占 据 的 篇 幅 太 大 ， 于 是 人 们 经 常会 把 


Xl 
X2 
X3 


(x1 x2 x3) 
的 形式 。 这 种 记 法 (操作 ) 称 为 转 置 ， 用 “上 标 T” 来 表示 。 
如 果 大 家 掌握 了 上 面 说 的 这 些 约定 俗 成 的 表达 方式 ， 遇 到 带 有 wx 的 式 子 时 就 不 至 于 手足 
无 措 了 。 


写成 


激活 函数 
在 感知 器 的 算式 中 ， 出 现 过 以 下 式 子 。 
y= f(s) 
这 里 的 称 为 激活 函数 。 激 活 函 数 有 很 多 种 不 同 的 定义 方式 ， 为 方便 说 明 ， 我 们 采用 下 面 
的 定义 。 


0， (sg0 时 ) 
mo- (s>0 时 ) 


也 就 是 说 ， 如 果 s 小 于 或 者 等 于 0 则 f(s) =0， 如果 s 大 于 0 则 f(s)= 1。 无论 s 如 何 取 值 ， 
fs) 的 值 都 是 0 或 1 这 两 个 值 之 一 。 说 到 只 有 两 个 值 的 情况 ， 大 家 可 能 会 联想 到 第 2 章 中 有 
关 “ 逻 辑 ” 的 内 容 。 这 里 激活 函数 f(s) 所 起 到 的 作用 ,就 是 在 “小 于 等 于 0” 和 “大 于 0” 
两 种 情况 中 进行 二 选 一 的 判定 。 该 操作 既 可 以 说 是 在 把 连续 的 值 拿 进 逻辑 世界 中 ， 也 可 以 
说 是 在 将 模拟 ( analog ) 世界 转变 为 数字 〈 digital ) 世界 。 

按照 以 上 定义 ， 激 活 函 数 ,As) 是 否 能 取 到 1， 取 决 于 s 的 值 是 不 是 超过 0。 这 时 ， 我们 
称 “以 0 为 阔 值 "。 所 谓 阔 (threshold ) 也 就 是 门槛 ”“， 如 果 值 够 大 ， 能 够 跨越 门槛 ， 则 结果 为 
1; 如 果 还 不 足以 跨越 门槛 ， 则 结果 为 0。 所 以 ， 这 个 词 完 全 可 以 直接 按 字面 意思 来 理解 。 


@ 日 文中 “ 关 值 ”的 “ 辣 ” 和 表示 门槛 的 “ 数 居 ”同音 同 源 。 一 一 译 者 注 


250 | 程序 员 的 数学 


感知 器 小 结 
前 面 我 们 围绕 感知 器 ， 说 明了 其 示意 图 和 计算 方法 ， 现 总 结 如 下 。 


对 输入 XL ND 3 赋予 权重 Wi1, W2, W3 并 加 权 求 和 5 结果 记 为 Ss 
“根据 s 的 值 是 小 于 等 于 0 还 是 大 于 0， 决定 f(s) 的 值 是 0 还 是 1 


仔细 思考 一 下 ， 就 能 发 现 这 些 基 本 思路 和 机 器 学 习 之 间 的 联系 。 首 先 ， 我 们 的 例子 里 
输入 只 有 3 个 ， 如 果 把 输入 增加 到 100 个 、1000 个 甚至 更 多 ， 就 可 以 给 出 大 量 的 数据 。 这 
些 数 据 在 加 权 求 和 之 后 会 对 应 到 某 个 值 ， 通 过 调整 权重 参数 ， 还 可 以 得 到 不 同 的 * 值 。 
接 下 来 ， 通 过 合理 定义 激活 函数 ， 就 可 以 根据 得 到 的 * 值 做 出 最 终 判 断 。 

这 样 一 思考 ， 大 家 应 该 可 以 对 机 带 学 习 的 原理 ,也 就 是 如 何 通过 大 量 数据 进行 判断 有 
一 个 大 致 的 了 解 了 吧 。 

下 一 他， 我 们 终于 要 进入 机 器 学 习 的 “学 习 ” 部 分 了 。 


机 器 学 习 是 如 何 “学 习 ” 的 


学 生 会 在 学 校 里 “学 习 ”。 经 过 学 习 ， 学 生 对 问题 可 以 给 出 正确 的 答案 。 学 得 越 好 ， 解 
答 的 正确 率 越 高 ， 给 出 的 回答 也 就 越 确 切 。 

机 器 学 习 中 进行 “学 习 ” 的 主体 不 是 人 ， 而 是 机 器 。 机 器 利用 数据 进行 学 习 “， 从 而 变 
成 能 对 给 出 的 问题 做 出 正确 解答 的 机 器 。 

好 了 ， 下 面 我 就 用 上 一 节 中 讲 过 的 感知 器， 来 说 一 说 机 器 学 习 是 如 何 学 习 的 吧 。 


学 习 的 流程 


感知 器 的 作用 是 根据 给 定 的 输入 xl xz, x3 求 出 输出 y。 因 为 即使 是 相同 的 输入 ， 只 要 
感知 器 的 参数 发 生变 化 ， 输 出 的 值 就 会 改变 ， 所 以 输出 受到 感知 器 权重 参数 wi, wz, ws 的 
控制 。 

机 器 学 习 中 的 学 习 就 是 通过 调整 参数 ( 选取 尽量 好 的 参数 )， 得 到 与 目标 尽 可 能 接近 的 
输出 的 过 程 。 


GD 如 果 把 机 器 ( 模型 ) 视 为 客体 或 受 体 ， 那么 “学 习 ” 也 可 以 称 为 “训练 "。 一 一 译 者 注 
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学 习 的 流程 如 图 A-8 所 示 。 


* 首先 准备 好 训练 数据 (包括 输入 和 目标 ) 

.把 输入 代入 模型 ， 得 到 相应 的 输出 

“对 输出 和 目标 进行 比较 

.调整 参数 ， 得 到 更 好 的 输出 (使 得 输出 与 目标 尽 可 能 接近 ) 


| 图 A-8 学 习 的 流程 


训练 数据 


训练 数据 与 测试 数据 


到 这 里 ， 可 能 有 读者 会 想 ， 通过 学 习 得 到 的 模型 是 否 真 的 具备 了 解决 问题 的 能 力 ? 或 
者 说 ， 对 于 未 知 的 输入 ， 模 型 是 否 真 的 具备 了 预测 或 者 分 类 的 能 力 ? 会 不 会 只 有 输入 是 训 
练 数据 时 才能 得 到 正确 的 输出 呢 ? 我 们 需要 的 是 解决 一 般 性 问题 的 能 力 ， 这 称 为 泛 化 能 力 。 
为 了 确认 模型 是 否 具 有 泛 化 能 力 ， 需 要 进行 测试 。 

为 此 ， 我 们 需要 把 为 机 器 学 习 准备 的 数据 分 成 两 类 一 一 训练 数据 和 测试 数据 。 在 学 习 
过 程 中 只 使 用 训练 数据 。 

这 种 想法 本 质 上 和 学 生 在 学 校 的 学 习 类 似 。 对 于 在 学 校 的 学 习 来 说 ， 能 解 出 课 答 上 出 
的 练习 题 并 不 是 目的 。 学 生 能 够 通过 学 习 掌 握 知 识 和 能 力 ， 从 而 解 出 和 练习 题 难度 相当 的 
(一 般 性 的 ) 问题 才 是 目的 所 在 。 为 此 ， 学 校 会 通过 考试 ， 用 课堂 上 没有 讲 过 的 题目 对 学 习 
效果 进行 测试 。 也 就 是 说 ， 学 校 会 对 学 生 的 泛 化 能 力 进行 测试 。 

如 果 机 需 对 训练 数据 能 给 出 完美 的 输出 ， 对 测试 数据 给 出 的 结果 却 不 尽 如 人 意 ， 很 有 
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可 能 是 发 生 了 过 拟 合 〈overfitting )。 用 学 生来 说 ， 就 好 比 是 课堂 上 做 过 的 练习 题 都 能 解 得 很 
好 ,但 考试 成 绩 却 不 怎么 理想 。 


损失 函数 


为 了 进一步 说 明 机 咒 学 习 的 基本 原理 ， 下 面 会 稍微 改变 一 下 感知 器 的 算式 。 
简单 起 见 ， 设 输入 只 及,xo 这 两 个 ,并且 省 略 掉 激 活 函 数 的 步骤。 这 样 ， 我 们 的 模型 
可 以 表达 如 下 。 


y= WIIX1 十 W22X2 
设 机 可 学 习 的 训练 数据 由 输入 x1, xo 和 目标 1 组 成 ， 写 成 如 下 形式 。 


(X1, Xo, D) 


也 就 是 说 ， 训 练 数据 可 以 是 


(x1, %2, D) = (10, 2, 5) 


(xX1, %2,D) = (-3, 1, 3) 


这 样 的 一 组 数据 。 这 里 我 们 只 给 出 两 组 数据 作为 输入 的 例子 ， 实 际 问题 中 训练 数据 的 量 会 
非常 大 。 

在 学 习 的 过 程 中 ， 需 要 比较 输出 和 正确 的 值 。 拿 这 个 简单 的 例子 来 说 ， 要 比较 的 对 象 就 
是 由 输入 xl xz 通过 给 定 模型 得 到 的 输出 > 和 目标 六 如 果 > 和 的 值 一致 ， 那 当然 好 ， 但 一 般 
并 不 会 这 么 理想 。 对 学 习 结 果 ( 输出 ) 的 评价 不 是 单纯 的 “好 与 不 好 ”， 而 是 要 知道 它 与 训练 
数据 中 给 出 的 目标 相 比 “到 底 有 多 不 好 ”"。 为 了 实现 这 种 评价 ,需要 引入 损失 函数 E(wi,w2)。 

在 具体 的 机 带 学 习 问 题 中 ， 如 何 选 取 恰 当 的 损失 函数 是 个 重要 且 有 难度 的 问题 。 为 了 
接 下 来 的 讲解 ， 这 里 先 介 绍 一 下 平方 和 误差 函数 。 设 训练 数据 有 n 组 ， 由 平方 和 误差 函数 
定义 的 损失 函数 如 下 式 所 示 。 


E(wi,w2) = (1 -y+ y) + + (hh yn) 


= Du — yk) 
£1 
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式 子 虽然 有 点 烦琐 ， 但 表达 的 意思 一 点 都 不 复杂 。 首 先 求 出 第 大 个 目标 大和 输出 次 的 
差 ， 再 平方 。 如 果 碌 和 次 的 值 恰好 相等 ， 则 差 为 0， 平方 之 后 还 是 0。 只 要 两 个 值 中 有 一 
个 偏 大 ， 那 么 差 的 平方 就 一 定 大 于 0 ( 正 数 )。 这 里 取 平 方 的 目的 是 无 论 目标 和 输出 中 的 哪 

个 值 偏 大 ， 都 可 以 衡量 出 它们 “偏离 对 方 的 大 小 ”"， 这 样 一 来 求 出 的 总 和 就 是 整体 上 偏离 
的 大 小 。 

E(w1,w2) 的 值 越 大 ， 输 出 和 目标 之 间 的 偏离 就 越 大 。E(w1, wo) 的 值 越 小 ( 越 接 近 0 )， 
模型 的 输出 和 训练 数据 ( 的 目标 值 ) 的 偏离 就 越 小 。 

换 名 话说，E(wi,w2) 的 大 小 表示 了 输出 优 劣 中 “ 劣 ”的 程度 。 所 以 ，ECwl w2) 被 称 为 
损失 函数 。 

A a de on nn 
调整 模型 中 的 权重 参数 ,使 得 损失 函数 的 值 尽量 接近 于 0。 这 一 步 与 前 文 “ 学 习 的 流程 ” 
中 的 “调整 参数 ， 得 到 更 好 的 输出 ”相对 应 。 


表示 求 和 的 站 记号 
在 介绍 平方 和 误差 函数 时 ， 我 们 用 到 了 下 面 的 算式 。 


3 (tk — yr) 
Ai 


对 也 记号 不 熟悉 的 读者 ， 可 能 读 到 这 里 就 想 跳 过 去 了 。 但 是 ， 要 理解 这 种 写法 其 实 一 点 也 不 
难 。 该 式 要 表达 的 操作 ， 就 是 让 变量 上 从 工 跑 到 (在 1 到 nn 之 间 取 值 )， 并 对 (tx 一 yD? 求 和 。 
比如 说 我 们 考虑 等 于 3 的 情况 ， 这 时 下 式 成 立 。 


Dp 


| 还 jy。 上 
k=1 Re k=2 k=3 


记号 总 表示 求 和 ， 而 变量 的 变化 范围 有 各 种 写法 。 例 如 ， 有 时 会 将 变量 范围 像 下 面 这 样 写成 
不 等 式 。 


py (tx — yr) 


1<K<3 


如 果 大 的 变化 范围 已 经 确定 ， 甚 至 还 会 简写 成 下 面 这 样 的 形式 。 


> (tx — yr) 
天 
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在 看 到 记号 时 ,一 定 要 注意 确认 是 关于 哪个 变量 的 求 和 ， 这 一 点 非常 重要 ! 例如 ， 以 


下 两 个 式 子 长 得 非常 像 ， 但 仔细 看 就 会 发 现 不 同 。 


使 用 己 记 号 的 好 处 在 于 可 以 让 一 些 很 长 的 式 子 变 得 很 短 、 很 简洁 。 另 外 还 有 一 个 好 处 ， 
那 就 是 可 以 帮助 我 们 明确 “到 底 是 在 考虑 什么 样 的 和 ”。 了 记号 表示 的 无 非 就 是 求 和 而 已 ， 请 
大 家 千 万 不 要 遇 而 逃 。 如 果真 的 理解 起 来 有 困难 ， 把 表达 的 和 式 展开 成 


加 的 形式 ， 应 该 就 会 好 理解 一 些 了 。 


具体 的 


项 项 相 


| 梯度 下 降 法 


前 面 我 们 说 到 了 损失 函数 ， 还 说 到 可 以 通过 调整 参数 使 损失 函数 的 值 变 小 。 为 了 方便 
大 家 建立 起 更 直观 的 印象 ， 我 用 下 面 这 个 简化 之 后 的 例子 来 做 进一步 说 明 。 


E(wi,w2) = > (tx — yx)” 


k=1 


为 了 使 损失 函数 的 值 变 小 ,我们 要 调整 的 是 模型 中 的 参数 wi 和 wz。 只 要 wi 和 w, 变 
化 ， 即 使 是 同一 个 输入 ， 其 输出 也 会 发 生变 化 ， 损 失 函 数 的 值 也 就 会 随 之 发 生变 化 。 
为 了 让 大 家 有 个 直观 的 印象 ， 用 图 来 说 明 这 个 过 程 吧 。 因 为 E(wi, wo) 的 值 随 着 wi 和 


wz 的 变化 而 变化 ， 所 以 如 图 A-9 所 示 ， 我 们 可 以 画 出 如 三 维 网 格 地 图 一 般 高 低 起 伏 的 图 
像 。 学 习 的 目标 就 是 在 地 图 中 找到 地 势 尽 可 能 低 的 地 点 。 在 这 一 点 处 的 参数 wi, ws 就 是 我 


们 要 找 的 答案 。 
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| 图 A-9 为 了 让 损失 函数 EQw1, w,) 的 值 能 尽量 往 低 处 走 ， 调 整 参数 w;、w， 的 取 值 


无 (W1, w2) 


只 要 绘 出 这 样 的 图 像 ， 我 们 用 肉眼 就 可 以 直接 看 出 哪里 低 。 但 是 ， 如 何 让 计算 机 去 找 
地 势 低 的 位 置 呢 ? 

这 里 我 们 就 要 用 到 梯度 下 降 法 ”了 。 无 论 是 在 山峰 还 是 在 山谷 ， 只 要 不 断 重复 从 落脚 
点 向 低 处 前 进 ， 就 一 定 能 到 达 地 势 低 的 位 置 。 这 种 想法 非常 自然 吧 。 如 果 运 气 够 好 ， 我 们 
在 某 个 时 刻 会 发 现 ， 从 当前 落脚 点 出 发 无 论 往 哪个 方向 走 ， 损 失 函 数 的 值 都 不 会 再 减 小 了 。 
用 地 形 来 说 就 是 我 们 已 经 达到 了 谷底， 起 码 我 们 所 在 的 地 点 已 经 使 得 损失 函数 的 值 是 很 小 
的 了 。 如 果 模 型 中 的 参数 已 经 到 “谷底 ”， 不 能 再 向 四 周 移动 ,那么 该 模型 就 可 以 说 是 “ 训 
练 好 的 模型 ”了 。 

本 书 在 第 1 章 中 提 到 过 “将 大 问题 分 解 为 小 “单元 ”“。 这 里 也 是 同样 的 思路 。 并 不 是 
要 一 口气 从 整个 地 图 中 找到 最 低 的 地 点 ， 而 是 从 当前 的 落脚 点 出 发 ， 看 往 哪 个 方向 走 更 低 。 

首先 ， 由 己 有 的 训练 数据 定义 损失 函数 。 然 后 ， 利 用 梯度 下 降 法 来 调整 参数 ， 使 得 损 
失 函 数值 最 小 。 虽 然 上 面 的 例子 进行 了 简化 ,不 过 也 已 经 能 够 充分 反映 出 在 机 顺 学 习 中 模 
型 是 如 何 “ 学 习 ” 的 了 。 

在 “下 山 ” 的 过 程 中 ， 每 一 步 迈 出 的 步伐 越 大 ， 向 着 最 优 参数 前 进 的 速度 也 就 越 快 。 
但 是 ， 如 果 步 伐 太 大 ， 说 不 定 有 些小 山谷 就 直接 跳 过 去 了 。 这 里 步伐 的 大 小 称 为 学 习 率 。 
在 迈 出 第 一 步 时 ， 步 伐 可 以 大 一 些 ， 之 后 看 情况 ， 根 据 学 习 的 进展 情况 调整 步伐 ， 也 就 是 


QD 经 常 也 称 最 速 下 降 法 , 但 译 者 认为 两 者 有 细微 差别 。 这 里 按照 日 文 原文 翻译 为 梯度 下 降 法 ,但 是 针对 “梯度 ”本 
书 中 并 没有 进行 任何 解释 ,读者 可 以 参考 其 他 资料 。 一 一 译 者 注 


256 | 程序 员 的 数学 


调整 学 习 率 的 大 小 。 

我 们 的 例子 里 只 有 两 个 参数 ， 所 以 能 直观 地 画 出 这 样 的 地 图 。 如 果 参 数 有 三 个 以 上 ， 
可 就 没 那么 简单 了 。 并 且 ， 随 着 参数 个 数 的 增加 ， 往 这 个 方向 试 一 下 、 往 那个 方向 试 一 下 
这 种 莽撞 的 做 法 就 不 太 可 行 了 。 因 为 我 们 在 第 7 章 中 也 提 到 过 ， 这 样 会 发 生 “ 指 数 爆炸 ”。 
想 要 通过 简单 粗暴 的 “彻底 搜查 ”来 寻找 最 优 的 方向 是 行 不 通 的 。 我 们 还 需要 利用 后 面 会 
提 到 的 反 向 传播 算法 等 方法 ， 来 有 效 控制 运算 量 的 爆发 。 


| 作为 程序 员 要 做 些 什么 


好 了 ， 接 下 来 我 们 来 了 解 程序 员 是 如 何 参与 机 器 学 习 的 。 在 构建 模型 这 个 阶段 ， 程 序 

员 是 要 参与 的 ， 但 是 参数 的 自动 调整 过 程 ， 程 序 员 不 会 参与 。 也 就 是 说 ， 程 序 员 不 去 直接 
指定 参数 的 具体 数值 ， 而 是 通过 模型 、 损 失 函 数 、 训 练 数据 ， 间 接地 让 参数 的 选取 向 着 更 
优 的 方向 变化 ， 从 而 得 到 需要 的 参数 。 即 使 模型 、 损 失 函 数 都 相同 ， 只 要 训练 数据 不 同 ， 
学 习 后 得 到 的 模型 也 会 截然 不 同 。 

机 各 学 习 是 基于 数据 让 机 还 去 学 习 ， 程 序 员 并 不 直接 参与 其 中 。 这 就 像 硬 件 配 置 完全 
相同 的 计算 机 ， 如 果 软 件 系统 不 一 样 ， 整 个 运行 模式 也 会 不 一 样 。 把 软件 换 掉 ， 同 一 套 便 
件 系统 也 会 根据 不 同 的 指令 做 出 不 一 样 的 事情 。 道 理 类 似 ， 就 算 模型 一 样 ， 只 要 训练 数据 
不 同 ， 最 后 模型 的 运行 模式 也 会 不 一 样 。 


| 神经 网 络 


前 面 以 感知 器 为 例 ， 我 讲解 了 机 器 学 习 中 的 “模型 ”和 “学 习 "。 对 于 一 个 模型 来 说 ， 
从 输入 到 输出 的 过 程 (方法 ) 是 由 其 中 的 参数 控制 的 。 而 “学 习 ” 是 指 基于 训练 数据 ， 对 
损失 函数 使 用 梯度 下 降 法 等 方法 进行 参数 调整 的 过 程 。 

只 是 ， 单 个 感知 器 能 做 的 事情 还 是 太 有 限 了 。 于 是 出 现 了 把 多 个 感知 器 组 合 起 来 构成 

层 结构 ， 以 便 能 够 处 理 更 加 复杂 的 判断 问题 的 神经 网 络 。 


| 什么 是 神经 网 络 
神经 网 络 是 指 ， 把 像 感知 器 一 样 有 输入 和 输出 的 节点 排列 起 来 形成 的 带 有 层次 的 结构 。 
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神经 网 络 (neural network ) 这 个 词 来 源 于 生物 的 信息 传递 方式 。 在 感知 器 中 ， 输 出 是 二 元 
的 ， 取 值 只 有 0 或 1 两 种 情况 ， 而 神经 网 络 中 的 节点 输出 的 就 不 是 二 元 ， 而 是 可 以 进行 微 
分 运算 的 连续 值 。 

图 A-10 中 表示 的 是 有 2 层 结构 的 神经 网 络 。 它 和 感知 器 一 样 ， 节 点 之 间 有 连接 ， 连 接 
上 有 权重 参数 。 不 过 为 了 简单 起 见 ， 图 上 省 略 了 权重 参数 。 


[图 A-10 2 层 的 神经 网 络 


输入 向 量 


关于 层 数 ， 不 同 的 书 或 论文 中 可 能 有 不 同 的 计数 方式 。 图 A-10 中 的 神经 网 络 ， 因 为 
带 有 权重 参数 的 连接 一 共有 2 层 ， 所 以 称 为 2 层 神经 网 络 。 如 果 按 照 节点 的 层 数 计算 ， 输 
和 向量 、 中 间 排 列 的 节点 、 输 出 向 量 一 共有 3 层 ， 所 以 也 有 人 称 之 为 3 层 神经 网 络 。 无 论 
计数 方式 如 何 ， 大 家 应 该 都 能 明白 只 要 把 网 络 一 层 层 地 连接 起 来 ， 就 能 得 到 多 层 神经 网 络 
(图 A-11 )。 
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[图 A-11 多 层 神经 网 络 


输入 向 量 s( 输出 向 量 
< A 
ANZ NS 
ZE 


SO 7 2 > > 3 DR 
2 
2 全 2 加 


在 机 如 学 习 的 说 明 中 经 常会 出 现 这 样 的 图 。 


“节点 一 层 层 地 排列 
“ 最 左边 是 输入 向 量 ,最 右边 是 输出 向 量 
“ 在 节点 之 间 有 连接 ， 连 接 上 赋 有 权重 参数 


可 以 想象 ， 在 构建 神经 网 络 的 模型 时 层 数 、 节 点 数 、 节 点 上 的 函数 等 会 有 很 多 种 变化 ， 
所 以 此 时 当然 需要 程序 员 出 马 , 但 到 了 调整 参数 的 环节 ， 就 需要 把 工作 交 给 计算 机 ， 让 计 
算 机 根据 训练 数据 去 调整 。 


| 误差 反 向 传播 法 


在 神经 网 络 模型 中 ， 利 用 损失 函数 求 最 优 和 参数 时 ， 经 常会 用 名 为 误差 反 向 传播 法 
( error back-propagation ) 0 的 算法 (图 A-12 )。 误差 反 向 传播 法 的 基本 思路 是 ， 首 先 从 输入 层 
向 输出 层 走 ， 计 算出 损失 函数 的 值 ， 然 后 从 输出 层 向 输入 层 反 向 前 进 ， 利 用 微分 计算 来 查 
看 随 着 权重 参数 的 变化 输出 结果 会 发 生 什么 变化 ， 接 下 来 根据 考察 结果 ， 对 权重 参数 进行 
调整 。 


QD 常 简称 为 反 向 传播 法 ,缩写 为 BP。 一 一 译 者 注 
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[图 A-12 误差 反 向 传播 法 ( 前 向 传播 阶段 和 反 向 传播 阶段 ) 


前 向 传播 阶段 > 
a- 


SR Se 
ABR 


SS 
< 反 向 传播 阶段 


在 运用 神经 网 络 模型 时 ， 处 理 的 数据 和 涉及 的 参数 往往 会 非常 多 。 在 对 它们 的 不 同 组 
合 进 行 计算 时 ,很 容易 陷入 “指数 爆炸 ”的 境地 (参见 第 7 章 )。 为 此 ,研究 机 带 学 习 的 学 
者 开发 了 各 种 算法 以 避免 这 种 不 利 的 情况 发 生 。 反 向 传播 法 就 是 其 中 之 一 。 


深度 学 习 和 强化 学 习 


到 此 ， 我 介绍 完了 神经 网 络 的 结构 ， 以 及 如 何 学 习 ( 训练 模型 ) 的 问题 。 最 近 ， 我 们 
经 常 还 会 看 到 深度 学 习 、 强 化 学 习 等 词 。 

深度 学 习 是 在 神经 网 络 的 基础 上 ， 通 过 增加 层 数 得 到 的 更 加 “深化 ”的 模型 。 增 加 层 
数 是 为 了 更 加 精确 地 拟 合 复杂 函数 ， 就 算 涉及 的 参数 个 数 不 做 大 的 变动 ， 也 能 得 到 更 好 的 
模型 。 至 于 如 何 “ 深 化 ”在 理论 上 更 为 有 效 ， 依 然 是 现在 研究 的 热点 之 一 。 

强化 学 习 是 在 “无 监督 ”的 条 件 下 进行 的 “学 习 ”。 也 就 是 说 ， 在 学 习 过 程 中 没有 标准 
答案 可 供 参 考 。 强 化 学 习 通 过 试 错 来 寻找 最 优 输出 ， 对 每 个 输出 ， 系 统 都 会 提供 反馈 ( 奖 
励 )， 模 型 的 参数 可 以 根据 得 到 的 反馈 来 调整 。 例 如 ，Google DeepMind 开发 的 DQN ( Deep 
Q-Network ) 系统 就 是 综合 了 深度 学 习 和 强化 学 习 技 术 的 程序 ， 这 套 系 统 让 计算 机 学 会 
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自己 打 电 子 游 戏 。DQN 系统 在 事先 不 知道 规则 的 状态 下 进入 游戏 ， 开 始 学 习 ， 最 终 成 绩 打 
破 了 人 类 取得 的 最 高 记录 。 还 有 ， 他 家 开发 的 围棋 对 战 程序 AlphaGo ”也 是 深度 学 习 和 强 
化 学 习 结 合 的 产物 。AlphaGo 在 学 习 过 大 量 棋 谱 之 后 ， 开 始 屡 屡 战 胜 人 类 。 之 后 开发 出 的 
AlphaGo Zero 在 不 曾 学 习 人 类 棋谱 的 情况 下 ， 仪 赁 围棋 的 对 弈 规则 进行 自我 训练 ， 就 成 为 了 
最 强大 的 “程序 围棋 手 ”。 此 后 出 现 的 AlphaZero 对 AlphaGo Zero 进行 了 更 加 一 般 性 的 改进 ， 
将 程序 从 围棋 扩展 到 了 国际 象棋 、 将 棋 ， 并 在 这 两 个 项 目 上 也 拿 到 了 “最 强 模 手 ”的 桂冠 。 


人 类 就 这 样 没 用 了 吧 


前 面 我 以 “ 迈 向 机 咒 学 习 的 第 一 步 ”为 题 ， 对 机 器 学 习 中 的 基本 问题 进行 了 大 致 的 介 
绍 。 最 后 ， 我 们 来 谈 一 谈 这 个 话题 : 随 着 机 器 学 习 技 术 的 进步 ， 人 类 就 这 样 没 用 了 吗 ?” 这 里 
不 是 要 谈 感 情 ， 而 是 透 过 我 们 前 面 的 讨论 来 思考 一 下 “作为 人 类 ， 我 们 剩 下 的 工作 是 什么 ”。 


@ 构建 模型 

机 器 学 习 通 过 训练 数据 ， 对 模型 的 参数 进行 最 优化 。 但 是 ， 比 如 在 神经 网 络 中 如 何 构 
建 其 中 的 层次 结构 、 如 何 选取 要 用 的 函数 、 如 何 进 行 组 合 ，( 在 现 阶 段 ) 还 都 需要 人 类 来 
决定 。 

什么 类 型 的 问题 用 什么 模型 比较 有 效 ? 学 习 的 效率 和 准确 率 如 何 提升 ? 对 这 些 问 题 ， 
机 咒 学 习 的 研究 者 们 正在 着 手 进行 深 入 研究 。 


@@ 确保 数据 的 可 靠 性 

在 机 咒 学 习 的 过 程 中 ， 对 模型 的 参数 进行 最 优化 的 依据 是 训练 数据 。 训 练 数据 中 如 果 
有 错误 ， 最 优化 之 后 的 结果 也 会 出 错 ， 这 样 预测 就 算 失 败 了 。 因 此 ,训练 数据 是 否 正确 、 
是 否 可 靠 、 是 否 只 收集 了 预测 需要 用 到 的 所 有 信息 ， 这 些 事情 都 需要 由 人 类 来 判断 。 


@ 对 结果 的 解释 

机 带 学 习 在 训练 数据 的 基础 上 ， 对 模型 的 参数 进行 优化 ， 以 便 得 到 尽 可 能 准确 的 预测 
和 尽 可 能 确切 的 分 类 。 通 过 学 习 ， 会 得 到 模型 中 用 到 的 参数 的 取 值 ， 这 些 参数 的 数量 非常 
巨大 。 


GD https://deepmind.com/research/alphago/ 
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但 即使 得 到 了 准确 的 预测 和 确切 的 分 类 结果 ， 人 类 还 是 想 要 追寻 更 加 抽象 化 的 解释 。 
也 就 是 说 ,除了 结果 ， 我 们 还 需要 “因为 有 了 这 样 的 趋势 ， 所 以 得 到 了 那样 的 预测 ”“ 正 是 
因为 图 像 中 有 这 般 特 征 ， 所 以 才 得 到 了 那 般 分 类 ”这 样 的 解释 。 但 是 ， 面 对 那 一 堆 参 数值 ， 
很 难 合理 地 解释 为 什么 预测 是 准确 的 、 分 类 是 确切 的 。 

比如 在 医疗 行业 ,“ 通 过 机 器 学 习 得 到 了 这 样 的 结果 ……” 接 下 来 ， 对 这 些 结果 作 何 解 
释 ， 就 是 留 给 人 类 的 工作 了 。 

之 所 以 会 发 生 这 种 情况 ， 是 因为 依靠 机 咒 学 习 解 决 问题 的 途径 和 其 他 方法 有 所 不 同 ， 
它 本 来 就 不 是 在 验证 人 类 提出 的 假设 。 

机 器 学 习 仅仅 是 在 数据 的 基础 上 进行 最 优化 计算 而 已 。 至 于 得 到 的 参数 “为 什么 ”会 
是 这 个 值 ， 根 本 没 办 法 说 明 。 它 能 说 明 的 只 有 “输入 和 输出 之 间 存 在 这 样 的 关系 "， 仅 此 而 
已 。 要 想 给 出 更 加 抽象 的 解释 ， 不 借助 人 类 的 力量 真 的 不 行 。 

不 过 ， 说 不 定 随 着 科研 的 进步 ， 机 需 上 自己 也 能 “进化 ”出 解说 能 力 ， 给 出 让 人 类 能 够 
理解 的 解释 。 


@ 做 出 决策 

机 需 学 习 会 根据 笨 入 的 数据 预测 未 来 。 这 种 意义 下 的 预测 ， 是 基于 先前 的 经 验 进行 的 ， 
得 到 的 是 未 来 最 有 可 能 发 生 的 情况 (数值 )。 但 是 ， 得 到 预测 值 之 后 “应 该 做 些 什 么 ”， 机 
顺 是 无 法 决定 的 。 也 就 是 说 ， 它 们 无 法 进行 决策 。 
通过 机 器 学 习 这 个 方法 ， 机 器 可 以 告诉 我 们 在 未 来 什么 样 的 行动 会 导致 事情 如 何 发 展 。 
但 是 ， 做 决策 这 件 事 本 身 ， 并 不 能 让 机 器 来 做 。 
顺 着 这 个 话题 继续 讲 下 去 ， 就 不 是 技术 问题 ， 而 是 伦理 问题 了 。 比 如 ,在 减轻 痛苦 和 
延续 生命 之 中 二 选 一 的 问题 等 ， 只 能 由 个 人 的 意志 来 决定 ， 不 可 能 委托 给 机 顺 学 习 。 

这 些 问题 已 经 超出 本 书 的 讨论 范围 了 ,之 后 的 思考 就 留 给 大 家 了 。 大 家 可 以 想 一 想 ， 
是 不 是 人 类 就 真 的 没 用 了 ? 


”附录 小 结 
在 本 附录 中 ， 我 对 以 下 要 点 进行 了 介绍 。 


。 机 器 学 习 是 什么 ? 为 什么 近 些 年 机 器 学 习 备 受 关注 
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。 机 器 学 习 中 最 基本 的 感知 器 模型 ， 以 及 机 器 学 习 中 “学 习 ” 的 含义 
。 由 众多 节点 组 成 的 网 状 机 器 学 习 模 型 一 一 神经 网 络 
。 针 对“ 随 着 机 器 学 习 技 术 的 进步 ， 人 类 就 这 样 没 用 了 ?” 这 一 问题 的 思 


就 像 我 一 开始 说 的 ， 本 附录 介绍 的 内 容 仅仅 是 “第 一 步 ”而 已 。 特 别 是 这 里 完全 没有 
涉及 概率 统计 等 知识 ， 而 要 想 了 解 机 咒 学 习 ， 这 些 是 不 可 欠缺 的 。 更 详细 的 内 容 ， 请 读者 
参考 以 下 文献 资料 等 。 
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: 算式 好 麻烦 啊 ， 完 全 不 想 看 。 

: 更 多 情况 下 ， 不 用 算式 才 会 麻烦 呢 。 

: 怎么 会 呢 ? 

: 因为 算式 能 准确 表达 复杂 的 信息 ， 是 传递 信息 的 语言 。 


: 没 错 ! 是 帮助 我 们 传达 重要 信息 的 语言 。 
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